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Tkeorle der Luftschwingangen in Röhren 

mit offenen Enden, 



H. Helmholtz. 

(Cielle-Borchitrdt, Journal für die reioe und augewandte Hathematik, 
Bd. LVII, S. 1—72. Berlin 1860). 



Die mKtbematiBohe Theorie der Orgelpfeifen ist von den 
bedeutendsten mathematischen Physikein vielfältig behandelt 
worden, aber seit den ersten Schritten, welche D. Bemoulli 
nnd Etiler gethan haben, und dnrch welche die HanptzUge 
der Erscheinung eine annähernde Erklärung fanden, nm keinen 
wesentlichen Schritt vorgerückt. Der Qrund davon hat haupt- 
sächlich darin gelegen, dass die Mathematiker es nicht wagten, 
die Annahme aufzugeben, dass die Bewegung der Lufttheilchen 
im Innern der Röhre überall ihrer Axe parallel gerichtet, und 
sowohl die Geschwindigkeit wie der Druck in allen Punkten 
desselben Querschnitts der Röhre gleich gross sei. Diese von 
den ersten Bearbeitern der Einfachheit w%gen gemachte An- 
nahme ist ganz unbedenklich ftlr die von offenen Enden ent- 
fernteren Theile einer cyllndrischen oder prismatiaehen Rühre, 
aber in der Nähe offener Enden, wo die ebenen Wellen der 
Rohre in den freien Raum Überzugehen anfangen, nm sieb 
dort in Form kugeliger Wellen auszubreiten, ist jene Annahme 
nicht mehr zulAaaig, da es kUkr ist, dass ein solcher üeb«>- 
gang nicht sprungweise geschehen kann. Bemoulli, Euler 
und Lagrange hatten angenommen, dass die Verdichtung am 
offenen Ende der Röhre stets gleich Null sei. Dass sie sehr 
viel kleiner sein mflsse als bei den gleichen Wellenphasen im 
Innern der Röhre, wo die bewegte Lnft von den Röhrenwänden 
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4 H. Helmholtz. 

gehindert wird, sich seitlich anszodehoen, ist leicht einzusehen, 
da am offenen Ende kein anderes Hindernisa ihrer Ausdehnung 
besteht als die Trägheit der benachharlen Luflmasaen. In so 
fern n&hert sich jene Annahme und die darauf basirte Theorie 
allerdings sehr der Wahrheit, aber sie ist nicht vollständig 
richtig. Denn die Dichtigkeit am Ende der Röhre mnss aller- 
dings gleich gesetzt werden der Dichtigkeit der anetosaenden 
Luft im freien Räume, aber nicht der constaiiten Dichtigkeit 
der ruhenden Luft, sondern der veiSnderten Dichtigkeit dieser 
selbst in Vibration gerathenen Lnft. Deshalb widersprechen 
die Folgerungen aus jener Annahme anch in mancher anderen 
Beziehung der Erfahrung. So folgt daraus, wie [8] schon Poisson 
herrorgehoben hat, dass bei gewissen Röhrenlängen die Schwin- 
gungen im Innern, welche eine endliche Kraft oder eine end- 
liche mitgetheilte Bewegung erregt, unendlich gross werden 
und, einmal erregt, nicht wieder erlöschen, weil sie nichts von 
ihrer lebendigen Kraft der äusseren Lnft mhtheilen. Euler*) 
selbst hatte diese Abweichungen dadurch erklären wollen, 
dass die Ersc hotte rung sich zum Th eil den Wänden der Röhre 
mittheilte nnd dadurch der Laftmasse verloren ginge. Pois- 
son**] suchte den Grund richtiger in dem Umstände, daas 
die Verdichtung am offenen Ende der Röhre nicht vollständig 
gleich Null, sondern nur sehr klein sei. Aber er wusate ihren 
wirklichen Werth nicht zu finden, sondern baute seine Theorie 
auf eine neue Hypothese, welche sich in unserer Untersuchung 
als im Allgemeinen unrichtig erweisen wird. Er machte nämlich 
die Annahme, dass die Verdichtung am Ende der Röhre pro- 
portional der Geschwindigkeit sei, wie sie es bei ebenen fort- 
schreitenden Wellen ist. Wenn die Geschwindigkeit v, die 
Terdichtuug s, die Schallgeschwindigkeit a ist, so setzt er 

Die CoDSt&nle k nimmt er an geschlossenen Enden als sehr 
klein, an offenen als sehr gross an; ihr wirklicher Werth 
bleibt unbestimmt. Dieser Annahme gemäss mftasten am offenen 
Ende der Röhre die Masima der Geschwindigkeit mit den 
Maximis der Verdichtung der Luft der Zeit nach 7,usammen- 
fallen. Im Qegentheil wird die von uns anznatellende voll- 
atändigere Analyse zeigen, dass beide nahehin um ein Viertel 

•) Novi Commentarii Aead. Petrop. Tom. XVI, p. 347. 
•*] Möraoires de rAcad^mie des Sciences 1817 T. II, p. 305. 
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Ueber LaftBchwiDgungen in offenen Rtthren. g 

der Schwingangsdaner anseinanderfallen. Poisson's Annabme 
beseitigt die genannten Uebelstände der frtlheren Theorien, 
indem bei seiner Hypothese allerdings Schall in den freien 
Raum übergeht, nnd deshalb die Schallschwingungen in der 
Röhre scbnell erlöschen , sobald die erregende Kraft anfge- 
bOrt hat zn wirken. Wie viel Schall aber in den freien 
Raum bei jeder Reflexion der Schallwellen Hbergeht, hAngt 
von dem anbekannten Werthe der Conatante k ab, und bleibt 
deshalb aelbst unbekannt. 

Andererseits folgt aus Poisson's vie aus der älteren An- 
nahme, dass die Flächen kleinster Bewegung (Knoten flSchen) 
genau um eine Viertelwellenlänge vom offenen Ende der Röhre 
abstehen, was allen älteren und neueren Erfahrungen Ober die 
Höhe der durch Anblasen erzengten Töne und der durch [3] die 
Resonanz der Röhre verstärkten Töne widerspricht und durch 
die directen Versuche von tIopki?is über die Lage der Enoten- 
flächen widerlegt wird. Diese Flächen sind in offenen cyUn- 
diiachen nnd prismatischen Röhren vom Ende der Bohre etwas 
weniger entfernt, als die Vierte! Wellenlänge beträgt. Gegen 
Poisson'B Versnob, zn erklären, warum beim Anblasen beider- 
seits offener Röhren tiefere Töne entstehen, als seine Theorie 
erwarten lässt, haben schon Quef und Zamminer gegründete 
Bedenken erhoben. Poisson's Formeln ergeben nämlich, 
dass, wenn eine Bewegung von bestimmter Amplitude der 
Luft der Röhre in einem Knotenpunkte mitgetheilt wird, 
die Amplitude in den Schwingungsbänchen sehr gross wird, 
nämlich von derselben Ordnung wie Potsson'a Constante k. 
Daraus schliesst er, dass für diesen Fall die Amplituden der 
Schwingung grösser würden, als es die bei der Ableitung der 
Bewegungsgleichnugen gemachte Annahme unendlich kleiner 
Vibrationen erlaubte. Unter diesen Umständen sei also Schall- 
bewegnng unmöglich, nnd es könnten deshalb beim Anblasen 
der Röhre nur Töne entstehen, die sich dieser Grenze der 
Tonhöhe näherten, wirklich aber immer tiefer bleiben mtissten. 
Mathematisch ist dieser Sohlusa unzulässig, denn wie gross 
auch die übrigens durchaus unbekannt bleibende Grösse k sein 
mag, 80 würde doch immer die Grösse der mitgetheilten Am- 
plitude so klein gewählt werden können, dass die Bewegungs- 
gleichungen der Scballbewegung anwendbar bleiben, nnd auch 
der Erfahrung widerspricht diese Darstellung, Allerdings tritt 
in den Versuchen von Hopkins die Schwierigkeit, der Luft 
der Röhre in einer Enotenfläche eine gegebene Bewegung 

■ L.gL,.._b,Coo^le 



6 H. Helmholtz. 

milznÜieilen, deutlich in die ErBcbeinung, weil oftmlich hier 
der Widerstand der Luft den Schwingongen der von Hopkins 
angewendeten schwingenden Platten am meisten hinderlich 
wird. Die lebendige Kraft der Bewegung, welche der schwin- 
gende Körper an die Luft abgeben muBS, um die starke Re- 
sonanz der Röhre zu nnterhalten, wird hier am bedentendsten, 
nnd wenn also der schwingende Körper nicht gentigend viel 
lebendige Kraft erzeugen and abgehen kann, hört er auf zu 
schwingen. Wendet man dagegen Platten an, die von Stimm- 
gabeln erschflttert werden, deren Vibrationen zn kräftig sind, 
nm dnrch den Luftwiderstand erheblich verändert zu werden, 
so erhält man gerade in den Fällen die vollste nnd schönste 
Resonanz, wo die Platte in einer Knotenfläche der Röhre Hegt, 
und nach Poisson die Resonanz unmöglich wäre. Ausserdem 
zeigt sieh in den Versuchen tos Hophins die Schwierigkeit 
des TOnens der Platten gerade bei solchen Tönen, wie sie 
das Anblasen der Röhre giebt, aber nicht bei [4] den etwas 
höheren Tönen, welche Poisson als unmöglich betrachtet; 
diese kommen ohne Schwierigkeit zn Stande. 

Es hat tlbrigens Quet*] diese Unzulänglichkeiten von 
Poissoris Theorie, die nicht nothwendig ans seiner Fnndamental- 
hypothese fliessen, verbessert, während er sich Übrigens dieser 
Hypothese anschliesst und ihre Richtigkeit wahTscbeinlich zn 
machen sucht. 

Hopkins**) hat die Beschränkung, welche in Poisson's 
Grenzbedingang fflr das offene Knde der Röhre liegt, weg- 
gelassen und nur die Bedingung festgehalten, dass der Druck 
am offenen Ende klein sein mässe, und dadurch die Mög- 
lichkeit offen behalten, in seinen Formeln die üebereinstimmung 
mit den Thatsachen vollständig zu bewahren, aber freilich 
bleiben die Constanten, von denen die Lage der Enotenfläcben 
nnd die PhasenunleTschiede in den einzelnen Theilen der Röhre 
abhängen, in der Theorie unbekannt. Dagegen hat Hopkins 
eine Reihe wichtiger Versuche Ober die Lage der Knoten- 
punkte nnd die Tonhöhe ansgeftthrt, am eine jener Constanten 
wenigstens empirisch zn bestimmen. 

Duhamel f) stellte sich zur Aufgabe, den Einffuss der 



•) Ziouville Journal, Tom. XX, p. 1. 
•*} Traneactlons of the Cambridge Philos. 8oo. Vol. V. - 
dorfs Anoalen Bd. XLIV, p. 246, 

i) Liouvittt Journal, Tom. XIV, p. 49. 
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der Axe nicht parallelen Bewegungen in ßOhren zn ermitteln. 
Da er aber fttr diis offene Ende sieh mit der einfachen An- 
nahme begnüg, dase hier der Dmck gleich Kall sei, ver- 
schwindet der Einflnse, den die seitlichen Bewegungen der 
Lnfttheile hier haben, ans seiner Rechnung, und er kommt zn 
dem Schlüsse, dass die Differenz zwischen Theorie nnd Er- 
fahrnng nicht von dem Vorkommen solcher Bewegungen 
abhängt. 

Masaon*) endlich vertheidigt die Theorie von Poisson 
im Ganzen und sacht die Ueberein Stimmung zwischen ihr und 
der Erfabmng dnreh eine neue Hypothese Ober die Bewegunga- 
art der Luft in dem der Anblasedffnnng nächsten Abschnitte 
der LuftsSnle herznatelleo. 

Uebrigena ist es klar, dass, sobald die Qestalt des ganzen 
Luftraums, sowohl des inneren der Pfeife als des äusseren, 
gegeben ist — wir nehmen ihn im Folgenden immer als von 
festen Wänden begrenzt an — nnd wenn ferner die den 
Schall erregenden Kräfte gegeben sind, die Aufgabe mafhe-[5] 
matisch vollständig bestimmt ist, nnd keine weitere Hypothese 
Ober den Zustand der Luft am offenen Ende einer Pfeife zu 
macheu ist. Eine richtig angestellte Analyse der Aufgabe 
muss darüber vollständigen Anfschluss geben. 

Akustische Untersnchnngen , bei denen ich Aber die bis- 
her unerledigten Punkte der Theorie Auskunft brauchte, waren 
für mich die Veranlassnng , die Untersuchung aufzunehmen, 
in welcher Weise sieb ebene Schallwellen , die in der Tiefe 
einer cylindrischen Röhre erregt worden sind, bei ihrem Ueber- 
gange in den freien Raum verhalten, und ich habe gefunden, 
dass die gegenwärtigen Htllfamittel der Analysis ausreichen, 
Aber die wesentlichen hier in Betracht kommenden E*ragen 
gentlgende Auskunft zn geben, ohne daas es nöthig ist, ii^end 
eine Hypothese zn machen. i 

Die Kräfte der Analyse sind in den bisherigen Arbeiten 
aber Theorie des Schalles hauptsächlich darauf hin angespannt 
worden, den Verlauf einer ursprünglich vorhandenen Gleich- 
gewi chtsstörnng in einer Luftmasse, die ftbrigens keiner Ein- 
wirkung fremder Kräfte unterliegt, zn bestimmen. Bei den 
Tönen der Pfeifen ist aber dieses Problem von verhältniss- 
mässig nntergeord neter Wichtigkeit. Es handelt sich haupt- 
sächlich darnm , die Schwingnngsform zu ermitteln , welche 



*) Annales de Chimie et de Fhysique, S6r. 3, Tom. SL, p, 418. 
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BcbliesBlicb sich danemd herstellt, wenn die die SckwiD^ngeii 
erregende Ursache daaemd und gleichmäaaii; fortwirkt. Es ist 
feroer nnnCthig, dass wir die Analyse durch Beibehaltung 
der willkürlichen Functionen verwickelter machen, welche die 
Form der arsprünglich erregten Schwingung anadrOcken. Wir 
werden vielmehr voranasetzen , dass diese Vibrationen denen 
eines einfachen Tones von n Schwingungen in der Secnnde 
entapreefaen, also von der Form cos {2 tint -\- c) sind. Die 
Willkflrlichkeit der Form würde sich ja auch nach erfolgter 
Auflösung des Problems immer leicht herstellen lasaen durch 
Znsammensetzang einer grosseren Zahl von solchen «infachen 
TOnen. 

Da somit die Form der Anfgabe etwas anders gefasst 
wird, als es in den akustischen Untersuchungen bisher ge- 
Bchehen war, ist es nöthig, in den ersten fünf Paragraphen 
einige allgemeine Unterauchangen Qber die Natur der hier 
vorkommenden Functionen vorauszuschicken. Es zeigt sich, 
dass wir es dabei mit Functionen zu thnn haben, die, wenn 
die Wellenlänge unendlich groas wird , ftbergeben in die For- 
men der elektrischen (oder magnetischen) Potenti&lfunctionen, 
und dasa eine ganze Beihe der interessanten Eigenschaften, 
die für diese Functionen bekannt sind, auch fUr jene gelten. 
Da ich schon in einer früheren Arbeit für die Function, deren 
Differential qnotienten, [6] nach drei rechtwinkeligen Coordi- 
natenaxen genommen, die drei entsprechenden Componenten 
der Oescb windigkeit geben, den Namen des Qeachwindig- 
keitspotentialsi) vorgeschlagen habe, so Iftsst sich diese 
Analogie anch weiter in der Bezeichnung festhalten. Den 
elektrischen Maasenpunkten entsprechen die Erregnngs- 
punkte des Schalle, der Maaae der ersteren die Intensi- 
tät der letzteren. Bind die letzteren continnirlich im Räume 
oder anf einer FUche vertheilt, so läast sich der Begriff der 
Dichtigkeit auf sie übertragen, und es lassen sich in bei- 
den Fällen Beziehungen ganz analoger Art zwischen ihrer 
Dichtigkeit und den Differentialquotienten des Geschwindig- 
keita potent! als aufstellen, wie sie für die elektrische Dichtigkeit 
und die Differentialquotienten der elektrischen Potentialfunc- 
tionen gelten. 

Den Hanptnutzen gewährt aber die Uebertragangj,! des 
Theorems von Green *) auf die hier vorliegenden Verhältnisse, 

*j CtlW» Journal Bd. XLIV, S. 360. 

L:,gl,zt..dbvG0üglc 



lieber LaftBchwingiiagen in offenen Bühreii. 9 

welches sich sohon fQr die Theorie der Elektricität nnd des 
H&gnetiamna so aasserordentHcb fruchtbar gezeigt hat. Von 
allgemeiaen Sfttzen, die daraus herflieasen, sollen nnr folgende 
herrorgebobcn werden: 1] Die Schallbewegong in jedem 
allseitig begrenzten Ranme, welcher keine Erre- 
gangspunkte enthält, kann stets dargestellt werden 
als aoBgehend von Erregungspunkten, die nnr längs 
der Oberfläche des Baumes in einer oder zwei ein- 
ander onendlich nahen Schichten ausgebreitet sind. 
2) In jedem Räume, dessen sämmtliche Dimensionen 
verachwindend klein gegen die Wellenlänge sind, 
können ftlr das Qeschwindigkeitapotential der Lnft- 
bewegnng die analytischen Formen der elektrischen 
Potentialfunctionen gesetzt werden, welche von je- 
nem nnv nnendtioh wenig nntetscbieden sind. 3) Wenn 
in einem thells von endlich ausgedehnten festen 
Wänden begrenzten, theila uu begrenzten Baume 
Schall im Punkte a erregt wird, so ist das Ge- 
schwindigkeitspotential in einem anderen Punkte b 
so gross, ala ea in a sein wtlrde, wenn dieselbe 
Schallerregnng in b stattfände. 

Speciell werden in § 1 die Bewegungsgesetze der Luft 
für die vorliegende Anfgabe umgeformt, in § 2 die allge- 
meinen Formen des Gösch windigkeltspotenti ala fUr einen von 
Erregung spankten freien Raum untersucht , in § 3 die Be- 
ziehungen zwischen der Dichtigkeit continnirlich verbreiteter 
Erregungepunkte und dem Geschwind) gkeitspotential festge- 
stellt, in § 4 [7] dieselben für Erregungap unkte, die continnirlich 
über eine Fläche verbreitet sind, und das Theorem von Green 
auf die Schallbewegang übertragen, in § 5 endlich werden die 
Gienzbedingangen für weit von den Erregnngapunkten ent- 
fernte Flächen aufgestellt, durch welche die Wellen in den 
unendlichen freien Raum hinauslaufen. 

Nachdem so die wichtigsten allgemeinen Gesetze der 
elektrischen Potentialfunctionen fOr die Lehre von den Schall- 
wellen anwendbar gemacht worden sind, werden die allge- 
meinen Gesetze der Bewegung der Lnft in Röhren mit offenen 
MOndungen durch wiederholte Änwcndang des Green'&ehtn 
Satzes in § 6 abgeleitet. Es wird hier zunächst vorausge- 
setzt, dasB die Röhren nnendlicb lang und cylindrisch von 
beliebigem Querschnitte seien. Nur in einer so kleinen Ent- 
fernung von ihrer Ifttndnng, dass deren Gröase gegen die 
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Wellenlänge rernachltUsigt werden kann, darf die Röhre in 
beliebiger Weise ron der cylindrischen Form abweichen, nnd 
z. B. trompetenfffrmlg erweitert oder verengt Bein. Ebenso 
werden die Dimensionen der Oeffnnng als sehr klein gegen 
die Wellenlänge betrachtet. Da auch die Gestalt des ftusseren 
Lnftranms bestimmt sein mnss, wird angenommen, derselbe 
sei dnrcb eine gegen die Aze der Rdhre senkrechte Ebene 
einseitig begrenzt, mit welcher anoh die Ebene der Htlndnng 
zusammen fällt. Üeber die Bewegung wird vorausgesetzt, dass 
Vibrationen, die einem einfachen Tone von n Schwingungen 
angehören, irgendwo in der Röhre danernd erregt werden, 
und daas zwischen der Erregungas teile nnd der Mtlndnng ein 
Abschnitt der ROhre existire, in welcher die Bewegung nicht 
merklich von der ebener Wellen nntersefaieden sei. Mittelst 
des Green'stib.en Satzes kann man nnn, ohne die specielle 
Form der Htlndong nnd der Lnftbewegnng in der MOndnng 
zn kennen, gewisse Beziebnngen herleiten zwischen diesen 
ebenen Wellen nnd den sich halbkngelförmig anabreitenden 
Wellen in den entfernten Theilen des freien Raumes, und 
dadurch die bisher offen gebliebenen Fragen über den Ein- 
flnss des offenen Endea atif die ebenen Wellen beantworten, 
so weit aie allgemein beantwortet werden können. 

Nehmen wir die Aie der Röhre als Axe der x, nnd 
die Ebene der MQndnng als Ebene der t/z, so dass der freie 
Raum den positiven x, die Röhre den negativen entspricht, 
30 ist bei passender Festsetzung des Anfangspunktes der Zeit 
t die allgemeine Form des Geachwindigkeitapotentials in dem 
Theile der Röhre, wo die Wellen eben sind, wenn wir die 

2?i 
Wellenlänge [8] gleich —r- setzen : 



In den unendlich entfernten Theilen des freien Raumes da- 
gegen, wo r die Entfemnng vom Anfangspunkte der Coordi- 
naten bezeichnet ist 



Nach Euters Theorie wflrde B ^ Ö ^ sein , nach Pois- 
son'a ß = 0, ffl eine nnbesttmmte kleine Grösse, nach Hop- 
kins sowohl B wie 3 unbestimmte kleine Grössen, M bleibt 
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in allen dreien unbekannt. Wir finden folgende Beziehnngen, 
wenn wir unter Q die Grösse des QnerschnittB der Röhre ver- 
stehen, und die Fläche der Oeffnnng gegen das Qnadrat der 
Wellenlänge als verschwindend klein betrachten: 

AQ = —27tM, 

Zwischen A und B lässt sich keine allgemeine, von der Form 
der Ulindnng nnabhängige Beziehung aufstellen. Nnr lässt 
sich nachweisen, dass, wenn der Querschnitt der Röhre zor 

Fläche der Oeffnnng ein endliches Verhältniss hat, -j eine 

kleine Grösse von derselben Ordnung wie die Dimensionen 
der Oeffnnng ist, die aber jeden beliebigen Werth annehmen 
kann, wenn die Oeffnung sehr klein gegen den Querschnitt ist. 
Wir setzen das Verhältnisse) 

** * t 

—j- ^ — tangAO! 

nnd nennen dann die Grösse a — x^ die redncirte Länge 
des Btflcks der Röhre, welches zwischen ar := nnd ar = — a:, 
liegt, die OrÖsse a selbst die Differenz der wahren und 
redncirten Länge der Röhre. 

Nachdem diese Beziehungen zwischen den Coefficienten 
ermittelt sind, wird in § 7 die Form der Wellen In der Röhre 
näher bestimmt. Enotenflächen, d.h. Flächen kleinster 
Bewegung, liegen, wo die redncirte Länge der Röhre gleich 
einem ungeraden Vielfachen der Viertel wellen länge ist, 
Sohwingnngsbäuche oder Masima der Bewegung, wo die 
redncirte Länge ein gerades Vielfaches der Viertelwellenlänge 
ist. Die Phasen der Bewegung sind am Orte der Haxima 
um die Zeit einer Viertel-Dndulation von denen am Orte der 
Minima verschieden. 

[9] Die Enotenflächen sind zugleich Stellen des grössten 
Wechsels der Dichtigkeit, die Bäuche Stellen des kleinsten 
Wechsels der Dichtigkeit. In nächster Nähe der Enotenflächen 
und der Flächen stärkster Bewegung fällt die stärkste nach 
der Mflndung gerichtete Geschwindigkeit der Zeit nach zu- 
sammen mit der stärksten Verdichtung. In den zwisohen- 
liegenden Abtheilungen der Röhre aber liegen beide um eine 
Viertel-Soh wingnngsdaue r an seinander. 



b, Cookie 



12 H. HelmholU.. 

Wenn man die L&ge des GeschniadigkeitBrnaximnms und 
die des Verdiohtnngsmaximums fOr einen jeden einzelnen Zeit^ 
moment bestimmt, so findet man für die foitachreitenden 
Welleh in den entfernteren St«Ues des freien Raumes bekannt- 
lich , daBB beide mit der constanten Fortpflanznngsgescb win- 
digkeit der Wellen foTtscb reiten, nnd dabei allmählich an OiCsse 
abnehmen. Auch in der Röhre bewegt sich das Geachwindig- 
keitsmaximnm vorwärts gegen die MUndong hin, aber so, dasa 
sein absolnter Werth am Ort der Bänche sehr gross, in den 
KnotenSächen sehr klein ist, und ferner so, dass die Ge- 
schwindigkeit seiner Fortbewegung in den Bäuchen sehr klein, 
in den Knoten sehr gross ist, so dass es überall, wo sich ein 
Bauch befindet, während einer halben Schwingnngsdaner fast 
ganz still steht, um zu Ende dieser Zeit schnell auf den Ort 
des nächsten Bauches fortzuschreiten, an dem es dann wieder 
eben so lange fast stillsteht. Ebenso bewegt sich das Ver- 
dichtnngsmasimnm , nur dass es in den Enotenflftchen anhält 
nnd gross ist, wahrend es am Ort der Bäuche klein ist nnd 
schnell vorwärts eilt. 

Die gewonnenen Resultate können weiter benutzt werden, 
um die Stärke der Resonanz und die Phasen der in der Luft 
erregten Schwingungen bei verschiedenen Erregungeweiseu 
des Schalls genau zu bestjmmen. 

Wenn die Röhre in irgend einem Querschnitte durch eine 
feste Platte begrenzt ist, welche durch eine äussere Kiaft 
(z. B. eine aufgesetzte Stimmgabel) in eine schwingende Be- 
wegung rersetzt wird, deren Grösse durch den Widerstand 
der Luft nicht merklich verändert werden kann, so ist die 
Resonanz am stärksten, wenn die reducirte Länge 
der Rühre ein ungerades Vielfaches der Viertel- 
weilenlänge ist, am schwächsten, wenn sie ein ge- 
rades Vielfaches ibt. Im ersteren Falle, also beim Maxi- 
mum der Resonanz, verhalten sich die Amplituden in den 
Schwingnngshänchen zur Amplitude der schwingenden Schlnss- 
platte der Bohre, wie das darch 2 7Cii(iaka dividivte Quadrat 
der Wellenlänge zum Querschnitt der Röhre, Bei Röhren mit 
wenig verengter HQndung ist cos^a nicht merklich von 1 
unterschieden, die GrCsse [10] des Maximums der Resonanz 
also von der Form der Mflndnng ziemlich unabhängig, nnd 
die Stärke des Schalls im freien Räume ist bei solchen Röhren 
sowohl vom Querschnitt als von der Form der Mtlndnng un- 
abhängig. Bei stark verengter MOndnng steigt die Resonanz 
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in der Röhre ond auch die Stärke des Schalls im freioD Raiime. 
Bei stärkster Resonanz ist die Phase der Bewegung in den 
Schwingnngsbänchen von den entsprechenden Phasen der mit- 
getheilten Bewegang der Zeit nach nm eine Viertel-Schwin- 
gangsdaner verschieden. 

Aehnlicbe Ergebnisse finden sich, wenn der Schall in 
der Röhre von einem in den entfernteren Theilen des freien 
Raumes befindlichen tönenden Punkte erregt wird, nnd fäi- 
eine jede beliebige Lage dea tönenden Punktes im freien 
Ranme vor der Mllnduug der Röhre lässt sich durch das anter 
Nr. 3 als Folgerung des G'reen'achen Theorems oben aufge- 
fdbrte Reciprocitätsgesetz wenigstens das Vethaltniss der St&rke 
der Resonanz ftlr verschiedene Röhrenlängen angeben. Auch 
in diesem allgemeinsten Falle findet sich, dass die 
Resonanz der einerseits geschlossenen Röhre am 
stärksten ist, wenn ihre reducirte Länge ein nnge- 
vades Vielfaches der Viertelwellenlänge ist. 

Auf offene Röhren, deren beide Htlndnngen denselben 
Bedingnngen nnterliegen, wie die eine Mttndnng der bisher 
betrachteten Röhren, lassen sich die Resnllate leicht obertragen. 
Ihre Resonanz ist am stärksten, wenn ihre reducirte Länge 
gleich einem Vielfachen der halben Wellenlänge ist. 

In § S Verden Rohren betrachtet, welche Rotationskörper 
sind, and die Metboden anfgesuoht, nm Formen der Mündung 
za finden, für welche die Bewegung der Luft vollständig an- 
gegeben werden kann. 

In § 9 werden die Rechnungen für die einfachsten For- 
men der Fnnotionen , welche die Form der Mündung bestim- 
men, durchgeführt. Unter diesen Formen kommt eine vor, 
bei welcher die Differenz zwischen redncirter und wahrer 
Länge verschwindet. Ihre Mündung ist schwach trompeten- 
förmig erweitert, so dass die Fläche der Mündung doppelt so 
gross ist als der Querschnitt des Cy linders. Eine andere 
dieser Formen, bei welcher die Weite der Oeffnung gleich der 
des Oylinders ist, weicht so ausserordentlich wenig von einem 
ToUständigen Cylinder ab, dass man fUr die meisten praktischen 
Anwendungen die Differenz wird vernachlässigen dürfen. Der 
Abstand ihrer Wandung von der eines reinen Cylinders ist 
berechnet nnd in einer Tabelle zusammengestellt ; mehr als 
j^ des Radius beträgt diese Abweichung nur auf einem 
Streifen dicht an der Mündnng, dessen Breite 0,54 des Radins 
beträgt, [llj and die gröaste Abweichung, die überhaupt 
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vorkommt, ist -^ des Radios. Die Differenz zwischen der reda- 

ciiten und waliieu Lange dieser Bohre beträgt — = 0,785 

des Radios. Die eines rollständigeo Cylinders muss ein wenig 
grösser sein. Die neoesten and sorgfältigsten experimentellen 
Bestimmongen der Grösse dieser Differenz von Weriheim'] 
ond Zamminer**) zeigen noch keine sehr grosse Deberein- 
sttmmang onter einander, was vielleicht darin seinen Grand 
hat, dass die ROhren dnrch Anblasen znm Tönen gebracht 
sind, wobei man zwar, wie die Erfahrung lehrt, im Allge- 
meinen TiJoe derselben Höhe bekommt, wie die Töne der 
stärksten Resonanz der Röhre, aber doch nicht genao weiss, 
wie weit die Tonhöhe darch kleine Hodificationen des An- 
blasens verändert werden kann. Anch ist die Länge der 
Schallwellen nnr achwei so genau zu bestimmen , d&aa anch 
die verhältniss massig kleine Differenz der wahren und reda- 
cirten Länge der Rohren genau gefunden wird. Wertheim 
findet den Werth dieser Differenz, wenn sie in Theilen des 
Radins aasgedrQckt wird, ziemlich unabhängig von dem Vet- 
hältniss des DnrchmesBers zur Wellenlänge, und zwar bei 
beiderseits offenen Röhren für jedes Ende zwischen G,560 und 
0,S19, Mittel 0,G63 B, für einerseits gedeckte Röhren zwischen 
0,638 und 0,662, Mittel 0,746 M, so dass der theoretisch ge- 
fundene Werth 0,785 K zwar grösser ist als seine Mittel- 
werthe, aber doch noch innerhalb der Grenzen der Beobaeh- 
tnngsdifferenzen liegt. Zamminer findet dagegen einen stär- 
keren EinflasB der Tonhöhe. Bei offenen Röhren variirt der 
Werth der Differenz von 0,848 bis 0,493 E, während die 
Viertelwellenlänge von 20,9 It anf 3,9 R sich ändert, nnd 
bei geschlossenen Röhren variirt die Differenz zwischen 1,304 
ond 0,376 ü, während die Viertelwellenlänge von 40,1 Ji auf 
7,03 M sinkt. Dies stimmt nicht so gut mit der Theorie, 
welche so starke Aen de rnngen des Werthes 0,785 .fi, der für 
die tiefsten Töne gilt, bei veränderter Tonhöhe nicht erwarten 
lässt. ^) Indessen sind bei den Röhren, deren Länge mehr als 
30 S beträgt, anch hier die Differenzen so gering, dass 
Aendemngen der Schwingnngszabl om ein Procent genügen 
würden, die Uebereinstimmung herzustellen, ond bei verschie- 



*] Annales de Chimie et de Physique, S^r.3, Tome XXXI, p.394. 
") Pöggmdorff-a Annslen der Physik XCVII, p. 183. 
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Ueber Lnftachwingnogen in offenea Kilhren. 15 

dener Btftrke des Anblasens kOnnsD leicht viel grössere Aeo- 
demngon eingetreten sein. 

Endlich ist in § 10 noch eine Anfg&be in ihren allge- 
meinen Zügen behandelt, welche bisher der theoretischen Be- 
arbeitung unzugänglich gewesen [12] war, nämlich die Be- 
atimmnng der Luftschwiogungen in solchen Hohlr&nmen, deren 
drei DimeoBionen gleichmässig als verschwindend klein gegen 
die Wellenlänge betrachtet werden können, nnd die dnrcb 
eine Oeffnang, deren Fläche selbst gegen die Oberfläche des 
Hohlraoms verschwindend klein ist, mit der änsBeien Luft 
commnniciren. Es lässt sich die Höhe der Töne, for welche 
solche hngel- und äaschenförmige Pfeifen stärkste KesoDanz 
geben, allgemein bestimmen. Ist die OefTnnng kieisfOrmig, 
und ihr Flächeninhalt s , das Volnmen des Hohlkörpers S, 
die Schallgeschwindigkeit a, und die Schwingongszahl des 
Tonea n, so ist nach der Theorie 



Wählen wir als Längeneinheit das UilUmeter, und setzen 
a = 332 260, so ist 

n~ 56174 I-=. 

ys 

Sondhauss*} hat aus Versuchen die Schwingnngszabl der 
durch Anblasen solcher Hohlkörper erhaltenen Töne in die 
Formel gebracht: 

i/7 

n = 52400 -^ ■ 
>^ 
Koch besser stimmt die Theorie mit den Versuchen von Wert- 
heim , bei welchen das Verhältniss der Fläche der Oeffnnng 
zur Oberfläche des Hohlraums noch kleiner ist, als bei Sond- 
hauss, nnd die UebereJnatimmung ist desto grösser, je kleiner 
jenes Verhältniss ist. 

FUr elliptische Oeffnuugen lässt sich der Werth von n eben- 
falls bestimmen. Er wird etwas grösser als fOr kreisförmige ^). 



•) Po^gmdorfs Annalen LXXXI, 8. 135 und 347. Es ist Übri- 
geos in diesem Aufsatze die Bezeicbnungs weise der franzüeiBchea 
Physiker gebraucht, wonach die Schwingunzsznblen derTöne doppelt 
so gross werden als nach der denUchen Bezeichnung. 
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16 H. Helmholtz. 

Aach far Hoblkdrper mit zwei OeffDnngen Iftast sieh die- 
selbe Aufgabe löaen; das theoietJache Gesetz Btimmt anch 
hier mit den eiopiriachen Formeln von Sondhauss nnd Beinen 
Versnchen obeiein. 



Die CleichnngeH der Lnftbewegnng. 

Es sei innerhalb einer Lnftmaase in dem Pankte, der 
dnrch die rechtwinkligen Coordinaten x, y , z bestimmt ist, 
zur Zeit t der Druck gleich p, die den drei Coerdinatenaxen 
parallelen Compouenten der Geschwindigkeit u, v, w, die 
Dichtigkeit h, und die Componenten der anf die Einheit der 
gasigen [13] Masse wirkenden äusseren Kräfte X, Fund Z seien 
auszudrücken als Differentialquotienten einer Potentialfnnction 
P, so dass 

J_P Y=~ Z=— • 

dx ' dy ' dz 

Die bekannten Bewegangagleichungen für die inneren Pnnitle 
der Lnftmaase sind demgemäss ^) : 



X = 



dP 
dx ' 
dP 

dP_ 

dl 



dp 

dx ' 



dt 



+ » 



du 
di ~ 



dy dt 



b di' 



dvi 
'di ' 



•dx 



du , 



dy 



du 
■"dz' 



dz • 



dt^dx'^d^'^dz' 
Wenn Lnft, ohne Wärme abzugeben, ihre Dichtigkeit ändert, ist 

(1-) p~Vh-, 

WO h eine Constante nnd v^ 1,42 ist. DarnDS folgt: 

dp ,, ,,^idh , 
-f- =b*vh -r- and 
dx dx 



m 



4? = » 

k dz 



Ä»l 



,.-li dh 
h - - ■■ 

dx 

und ähnlich fOr die Differentialqaotienten nach t/ und z. 



[ dx ' 
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Die Scliallbewegnng gehört zn deiijeDigen Bewegungen, 
denen ein Oeschvindigkeitepotential ') ankommt, welche« mit 
bezeichnet werde, bo dass wir haben: 

rf® d<I> rf® 

^ ^ ~^ dx ' äy ' , dz 

Setzt man die Werthe aas (l'') nnd [l°j in die Gleichungen 
(t), so haben die drei ersten derselben eine gemeinsebaftliche 
Integralgteichnng, nämlich: 

(.'1 i'-;S(*--o=f 

+*{(S)'+©'+(S)'}. 

wo h^ eine Function der Zeit sein kann, nnd die vierte Glei- 
chung lässt sich auf die Fonn bringen: 

,d(I> dh^' ,dO dh*~* dO dh*~* 
dz dx dy dy dz dz 

[14] In dem Folgenden nehmen wir an, dasa die Geschwin- 
digkeiten and Aendemngen der Dichtigkeit verschwindend 
klein seien. Setzen wir^) 

so betrachten wir also P, ^, s&mmtlicho DlfTerentialqnotienten 
von 6, P und O als unendlich kleine Grössen, und vemach- 
Iftssigen ihre höheren Potenzen. Dann werden die beiden 
Gleichnngen (!') und (I*), indem mau b*vh'~^ = a* setzt, 



dt '■ 



(10 P-a'^ = 

^ ' dt^ dx' ^ dy* ^ dz* 

Indem man die erste Gleichung nach t differentiirt, kann man 
^ aus beiden eliminiren*) nnd erhält: 

*) Ich bemerke bior noch, dass diese Elimination von A auch 
an den nnverkilrzten Glelohuagen (1^) und (1°) vollzogen werden 
kann, nnd dass man die EürnlnatioDSgleichnng, welche von der 

OatiralA'i Qurik^. 80. 2 
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Wir wollen im Folgenden nur Fälle behandeln, vo wir 
es mit einem einzigen gleichiDässig anhaltenden Tone von n 
Schwingungen in der Zeiteinheit zn thnn haben, und also (Z> 
von der Form ist: 

(2*) = fp' oos[27tni) + ^'''Bin (2stnt) , 

wo f^' nnd f" Fnnotionen von z, y, z sind. Dabei kann die 
Oleiehnng (2) nor bestehen, wenn anch P von der Form ist^}: 

[2'*) 5^-^= — ?"ooB(27r»() 4- q' am[l7tnt) . 

Es zerfällt dann die Gleioliiing (2) in die folgenden beiden: 



(3.) i = l^ = ^, 

und X die Wellenlänge ist. 

[15] Znnllchst werden -wir ans mit der Integration dieser 
Differentlalgleiehnngen zn beschäftigen haben. Aus ihrer Ab- 
leitnng geht hervor, daas q' nnd q" Fnnctionen der Coordi- 
naten sind, welche sich nnr an solchen Stellen des Baumes 
von unterscheiden, wo veränderliche Kräfte anf die Loft- 
masae einwiriien nnd Schallschwingnngen erregen. In allen 
anderen Theilen der Luftmasse sind q' nnd 5" ^ o, nnd es 
sind daher die Fnnctionen 'F der Bedingong unterworfen: 

d*'F d*^ d*'? 



dritten DimenBion in Bezng auf nnd seine Differentialquotienten 
ist, ebenfalls mit Hülfe der hier folgenden Theoreme durch eine 
nach Sinus und Cosinus der Zeit fortlaufende Reihe integrireu kann, 
deren Glieder von n^" Dimension der kleinen GrOssen den Com- 
binationstOoen n'*' Ordnung der primär angegebenen TUne ent- 
epiecheo. 
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Ich werde im Folgendeo den immer wiederkebrenden Ansdraek 
rf'tP d»® d^ 

dx* "^ dy* "•" dz* 

n&ch dem Vorgang von Green mit Vi® oder, wo es an- 
zweidentig iat, mit Xyo bezeicbsen. 



Integration der Wellenglelchnng. 

Wir besäen mit der Integration der einfacheren Glei- 
chnog 

[3") 0=**^ + V.'J'- 
Ein bekanntes partionlares Integral deraelboD ist 

\ ) r ' 

wenn wir mit A und ff Gonstanten bezeichnen, mit r aber die 
Entfemni^ des Punktes x, y, z von einem fegten Punkte 
c, ß, y, also 

Es ist nämlich 

(4-) i| = _flfcl^[cos(4r + j) + iruii(4r + j)], 

dz' ~ 

Ak'lx- 



tfi) 



- ^[^-5^^^](»»(fe-+<,)+frrin(fo+j)] 



-rMs{kr+g), 



^ — -«[^ - %^] tc.s{*>-+(,)+fr si. [kr+g]] 



jy 



''[■^ - ^^V^](«<»('''-+j)+4"in(äi-+j)] 
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20 H. Heimholte. 

[16} Wenn man die drei Oleichnngen [4^j &ddirt, bo erhalt man 

To rang gesetzt , dasB nicht r ^ nnd dabei die Werthe von 

-i-i- , -r-i- , -r-r und ^ Dnendlich werden. Mit Ausnahme 
ax' dy* dz* 

dea Punktes a, ß, y ist also dann die Differentialgleichung 
(3^) mittelst dea in Oleiclinng (4j angenommenen Werthes von 
f 'j durch den ganzen unendlichen Raum erßült. 

Indem wir in Gleichung (4) ff entweder gleich Null oder 
gleich — ^71 machen, erhalten wir zwei verBchiedene Formen 
des pardcnlaren IntegraU. 

1) Wenn g = — Jw, wird 

nnd erhält für r ^ den endlichen Wertb Ak. Auch die 

Diffcreutialqnotienten bleiben endlieb, es wird nämlich fttr i = : 

d*^ _ d*'P _^^__,Aii 

dz* dy* dz* ^ * ' 

wie man leicht sieht, wenn man cos^r und sin^r nach Po- 
tenzen der verschwindenden Grösse r entwickelt. Daraus 
ergiebt sich für r ^ : 

V«'P-(-P'F=0. 

Die FnnctioB ^ =s A — ist also ein solches particulares 

Integral der Gleichung [3^], welches im ganzen Räume nnd 
anch im Punkte a, ß, y gültig ist. 

2) Wenn wir ff ^ setzen, wird 

(1.) y = ^!£i*r 

ond fttr r ^ unendlich gross, ebenso wie seine Differential- 
qnotlenten. Die Gleichnng (3^) wird also im ganzen Räume 
erfüllt, mit Ausnahme des Punktes er, ß, y. 

Daraus ergiebt sieb ferner leicht, dass, wenn wir setzen: 

(4.) W = ^.,.,[a.,,/^]. 
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wo bei den einzelnen Qliedem der Summe die Weithe von 
a, ß, y und A verachieden sind, die QleichuDg {Z^) erfftllt 
ist im ganzen Ranme, ohne Ausnahme der Punkte a, ß, y. 
[17] Wenn wir aber setzen 

(4-) ■V=^..,,[a.,,,'°^], 

80 ist die Gleichung (3'') im ganzen Ranme erftlllt mit Aus- 
nahme derjenigen Punkte, deren Coordinaten a, ß, y in der 
Summe vorkommen. 

Denken wir uns die Funkte a, ß, y continuirlieh neben 
einander im Ranme vertheilt, so werden aus den Summen In- 
tegrale, und wir schlieseen, dass die F'nnction 

im ganzen Baume der Gleichung (3'') genügt, dagegen die 
Function 

nur in denjenigen Theilen des Raumes, für welche A = 0. 
In beiden soll h eine willkürliche Function von a, ß und y 
bedeuten. 

Wenn wir in der Gleichung (3^) £ =? setzen, verwan- 
delt sie sich in 

(3") V^T/^O, 

die bekannte Differentialgleichung für die Potential funotionen 
solcher Hassen , welche in die Feme mit anziehenden oder 
abstosaenden Kräften wirken, deren Intensität dem Quadrate 
der Entfernung umgekehrt proportional igt. Die verschiedenen 
Formen für das Integral f der Gleichung (3''), welche wir 

aufgestellt haben, verwandeln sich, wenn sie — — enthalten, in 

"P = Constans ") , 
welches Integral im ganzen Ranme ohne Ausnahme eines 
Punktes der Gleichung (3") gentigt, oder, wenn sie 



^-m 
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''=fUlr<"-''ß'>y, 



welche beiden Formen in denjenigen Pnnkten des Raumes 
nicht genttgen, in denen anziehende oder abstosaende Masse 
vorhanden ist, in denen also A oder h nicht gleich Nnll ist^]. 
Da die Gleichnng 

o = Ä»y + Vif 

[18] im ganzen mit Luft gefüllten Kanme erfällt sein muss 
mit Ausnahme solcher Stellen, wo veränderliche Kräfte auf 
die Luft wirken, schliesBcn wir, dass in den Formen des 
Integrals (4^), (4'), (4'') diejenigen Punkte und Theile des 
Raumes, in denen die Gleichnng [3"] nicht erfüllt ist, £i- 
regnngspankte des Schalls sind. Wir wollen sie anch als 
solche bezeichnen. Es mag in den Formen des Integrals (4*^} 
nnd (4') die Constante A die Intensität des betreffenden 
Erregnngspunktes heissen, nnd in (4''), wo die Erregnngs- 
pnnkte continuiiüch dnrch den Ranm vertheilt gedacht sind, 
nennen wir die Constante k ihre Dichtigkeit. Bei elektrischen 
Problemen, wo A ^ 0, würden die Erregungspnnkte den Massen- 
pnnkten, die Intensität der Masse, die Dichtigkeit der Dich- 
tigkeit entsprechen. Da die Functionen W die Bedeatnng 
von Geachwindigkeitspotentialen haben, wollen wir, entsprechend 
dem Sprachgebranch in der Lehre von der Elektricität nnd 
dem Magnetismus, eine solche Summe wie [4^, welche sich 
anf eine bestimmte Zahl von Punkten a, ß, y bezieht, das 
Oeschwindigkeitspotential dieser bestimmten Erre- 
gungspnnkte nennen. Die Gleichung (3'') wird also erfüllt 
durch die ganze Ausdehnung eines gegebenen Raumes S, 
wenn W das Geschwind igkeilspotential ansserhalb S gelegener 
Erregungspnnkte ist. 



Oesetz ' der Ranmdichiigkeit. 
Wenn wir nnn znr Betrachtung der Differentialgleichung 

(3) \/^'P + /^^'F = -~47rq 
übergehen, so ist zunächst za bemerken, dass für ^ = 
diese Gleichung in 

(3«) \;^V= — i7tq 
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abergeht, deren Integral bekanntlicli ist^]: 

WO eine Fonction bezeichnet, für welche in dem ganzen 
Tbeite des Raumes, wo die Gleichang (8^) orfttllt sein soll, 

ya) = ist. 

Wir wollen jetat zeigen, dass in ganz analoger Weise 
das Integral der Oleicbnng 

(3) V«f + i*f'= — 47rg 
ist: 

'^' "^ =111^" 9-^ ^ '^"^^'^^ + ® ■ 
wo <Z> eine Function bezeichnet, fflr welche in den Theilen 
des Ranmes, wo [19] die Gleichang (3) ^) göltig sein soll, 

Um die dnrch daa Zeichen SJx W Torgeschriebenen Diffus 
rentialionen unter dem Integralzeichen in [h] vomehmen za 
können, denke ich mir den ganzen Raum dnroh eine den 
Punkt X, y, z in unendlich kleiner Entfernung nmgebende, 
rings geschlossene Fläche getheilt, nnd nenne den unendlich 
kleinen inneren Ranm S„ , den umgebenden Auaaeren S,. Daa 
in dem Werthe von 'P (Oleichnng (5)) enthaltene Integral 
zerlege ich dem entsprechend in zwei Thoile, von denen der 
eine 'P^ der Integration über jS^, , der andere fi der Aber 
S, entspricht. 

Es ist also 

(5') W=>P„ + W, + (D. 
Da "F, ein Potential von Erregangspunkten, die ausserhalb 5', 
liegen, für einen innerhalb S^ enthaltenen Punkt ist, so ist 

Vx'P, + ^*% = 0, 



ebenso 



also 






V.® + ü'f 


Nim 


Betze ich 


(5») 


V.'f + i"!' 
^ cos /er 



= V*"^. + '^*'Pü. 



welche Grösse fr i^t r := anch gleich Nnll wird, w&hrend 

L.gL,.._b,Coo^le 
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ans deD Qleichungen (4^) uch ergiebt, dasa ftlr sehr kleine 

Werthe von r -r4- 1 -r4- und —r^ sich anf GrOaeen von der 
dx* dy* dz* 

Dimenüon ■ — reduciren*), und ftlr r ^ 
r " 

wird. Femer setze ich 






beide Integrale Aber den anendlich kleinen Ranm S^ ausge- 
dehnt, so dasB 

{5») If , = 4" + f " . 

Um en ermitteln, von welcher GrOssenordnnng ^', ^" und 
Vf' sind, führe [30] man statt der rechtwinkligen Coordi- 
naten a, ß nnd y Engeleoordinatea ein, indem man setzt '"): 

a — X ^r cos w , 
ß — ^ ^ r sin ti; cos ^ , 
y — z^r sin CO sin ^, 
dann wird 

da dßdy = r^ sin u dio d& dr . 

Ist also die mit dadßdy unter dem Integrationszeicben mnlti- 
plicirte Grösse für r= entweder endlich, wie j/r, oder 

TOB der Ordnung — , wie — nnd "^xfr , welches gleich 



und fiber einen unendlich kleinen Raum integrirt '*'). Daher 
werden die Gröasen W, f", »F„ (wegen (5*)) und S/x'f' 
unendlich klein. Dagegen ist Vi^" ondlich und hat den 
bekannten Wertb: 

■\7:.1'" = — iitg . 
Folglich wird aus (5'*) und (5°): 

y^ iff 4- A* if = y, ip' 4- y^iF" + A* IP' + Ä* f" 
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ond, indem vir die unendlich kleinen OrOesen gegen die 
endliche Ternachlässigen, 

(3) S/^W + k*'!' = ~ iTts , 
was zn erveisen war. 



Gesetz der Flächendichtigkeit "). — Analogon des Satzes 
Ton Green. 

Es lisst sich für die hier untersuchten Foimen von Oe- 
sohwindigkeitspotentiitlen feiner dieselbe Relation erweisen, 
welche fttr die Potenti&lfnnctioaen elektrischer Massen au 
solchen Flächen stattfindet, die mit endlichen Massen in 
unendlich dnnuer Schicht belegt sind. 

Setzen wir 



(6) T=/, 



cosir 



da> , 



wo dvj das Flächenelement einer beliebigen FlSche Q be- 
zeichnet nnd p eine Function, die sich in der Fläche con- 
tinnirlich ändert, und untersnchen die ersten Differential- 
quotienten von V fOr solche Punkte x, y, z des Raamoa, 
welche der Fläche Sl unendlich nahe liegen. 
[31] Wir setzen wieder: 

^' =/,+ }. 

f = ff' -I- "F" , 

W=fpfrdiO, 
^"^fp-dül. 

f ist jedenfalls endlich, wenn p und die GrOsse der Fläche 
£i endlich sind, da fr immer endlich ist. Da«s V" unter 
denselben Bedingungen endlich iat, ist ans der Theorie der 
elektrischen Potentialfunctlonen bekannt, ebenso dass f" auf 
beiden Seiten dicht an der Fläche dieselben Werthe hat. Dass 
letzteres auch mit V und also auch mit 'P der Fall sei, ist 
leicht zn ersehen, A& fr, ^nch wenn man durch die Schicht 
selbst hindurchgeht, sich immer nur continnirlich ändern kann. 
Dagegen wissen wir, daas die Differentiatquotienten von 'F" 
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an der Fläch« einen endlichen Sprung ihres Werthes erleiden, 
während leicht zu eikennen ist, dus die von V an der 
Flache oontinnirlich sein mflssen. Denken wir ana dnrch eine 
geschlossene Linie, die in unendlich kleiner Entfemnog den 
Fasspnnkt des von x, y, z auf die Fläche il gefüllten Lothes 
umgiebt, ein Stflck il^ a,as der Fläche heraasgescbnitten nnd 

das Integral jpfrdia getheilt in f^, welches Qber die Fläche 

iif,, nnd l'l, welches Ober den Rest der Fläche ausgedehnt 
ist, so dass 

f = -f; + 'f;. 

Kun ist die Grösse 

df, k^ X — a 

Ix ~ ~'2 ~r~ 

für unendlich kleine Werthe von r, bleibt also endlich, macht 
aber einen Sprung, wenn m&n von positiven Werthen von 
X — a durch r ^ nach negativen übergeht'*), ist dagegen 
continnirlich , wenn man nicht durch r ^ hindnichgeht. 
Letzteres geschieht nun keineafalls, wenn man in W[ die 

dW 
Werthe von x, y, z sich ändern lässt. Dagegen ist -r— 5 , 

wo allerdings ein Sprung eintreten wttrde, unendlich klein als 
das Integral einer endlichen Or0sse,über eine unendlich kleine 
Fläche genommen, und wir können deshalb seinen Werth gegen 

-— und -5 — vernachlässigen. Folglich sind die Differen- 

tialqnotienten von IF', welches gleich f ^ + ^f[ ist, continnir- 
lich, nnd die von 'F mflssen an [22] der Fläche ii einen 
Sprung von derselben Grdsse wie die von "F" machen. Be- 
zeichnen wir die von der Fliehe ab nach beiden Seiten hin- 
gehenden Normalen mit n, und n„, so ist bekanntlich 









dV 
d«, 


+ d«„ 


und 


dar 


ms folgt 


dass auch 






m 


dV 
dn, 


+ dn„ 


sei, 


was 


ZQ beweisen 


war. 
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Man kann ferner den fUr die Lehre von den elektrischen 
und magnetischen Fotentialfunctionen so äusserst fmohtbaren 
Lebisatz von Green*) auch anf die hier vorliegenden Func- 
tionen mit dem grössten Vortheil anwenden. 

Wenn f und O zwei Functionen sind, welche innerhalb 
eines abgegrenzten Banmes 'S* eindeutig und stetig sind, d. h. 
tlbeTaü . endliche erste Differentialqnotienten haben , so ist 
nach jenem Satze von 6reen^^)\ 

+ JJJ^\J'¥dxdydz, 

wo dbt ein Flacbenelement der Oberfläche von ä', n die -nach 
innen gerichtete Normale bedeutet, nnd die Integrationen nach 
dia über die ganze Oberfläche von S, die nach dxdydz durch 
das ganze Innere von' S auszudehnen sind. Wenn wir auf 

beiden Seiten dieser Gleichung addiren i* / / / W0dxdydz , 

so bringen wir den Satz in die Form, welche wir hier brauchen: 

(7) yV ^ dio +fff'P{V^ + **®) dxdydz 
=J0 ^ do} +fff'^ l V' + **'*') d^dy dz . 

Sind "F und (P dargestellt als Geschwindigkeitapotentiale von 
Errcgungspnnkten, die theils innerhalb, theils ausserhalb des 
Raumes S continuirlich mit der Dichtigkeit q und p verbreitet 
sind, so iBt nach Gleichung (3) und (7J: 

= j*^—r- ^^ — ^Tt f f foqdxdydz . 

[23j Sind ^ und O Geschwindigkeitspotentiale von ausserhalb 
S gelegenen Brregungspnnkten, so wird: 



•) Crel(e-s Joornal Bd. 44, S. 360. 

D,ql,z.dbvG0üglC 



an 



(") f^^'^-f- 



Green bat bewiesen, dase eine Bolche Gleichang nie (7') &och 
richtig; bleibt, venn in einem anendlioh kleinen Ranmelement 
ds des Raumes S die Diclitigkeit p einen so grossen cou- 
stanten Werth annimmt, dasa pds einer endlichen Grösse A^ 
gleich wird, obgleich dann an dieser Stelle nicht stetig 

bleibt, sondern unstetig wird, wie — Nehmen wir an, daSB 

ü) das Geschwindigkeitspotential der in dem nnendlich kleinen 
Ranmelemente ds, dessen Coordinaten a, ß, y seien, mit der 
gleich massigen Dichtigkeit p vertheilten Erregnngspnnkte sei, 
während p tiberalt sonst gleich Null ist, so dass also ffl in 
endlicher Entfernung vom Pnnkte a, /3, y den Werth habe: 



so reducirt sich das dreifache Integral der linken Seite der 
Gleiohang [7"), indem wir den Werth, welchen 'P im Punkte 
a, ß, y hat, mit y'n bezeichnen, auf»^) 

'Fafpds = A'F„. 

Die Gleiehang (7) wird also: 

Somit ist die Function f, welche wir nur der Bedingung 
unterworfen hatten, eindeutig und stetig zu sein, die übrigens 
ganz beliebiger Art sein kann , auf die Form unserer Ge- 
schwindigkeitapotentiale gebracht. Ist übrigens innerhalb des 
ganzen Raumes S 

SJ^^P + k^^P = 0, 

so wird die Gleichung {T"): 

L.gL,;..b,COO^IC 
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— dtii das Potential einer 

Schicht von ErregungspBDkten, welche an der Oberfläche von 

S ausgebreitet ist nnd die Dichtigkeit -j— hat. Das andere 

Integral können wir aber betrachten als das [24] Potential 
einer Doppelschicht von Erregon gsp unkten , die derselben 
Fläche anliegen. Denken wir die eine Schicht mit der 

Dichtigkeit "F anf der äusseren Seite der Oberfläche 

TOD S in der unendlich kleinen Entfernung ^e von dieser 
Oberfläche ausgebreitet, die andere mit der Dichtigkeit 

-i 'P auf der inneren Seite der Oberfläche von S anch 

e 
in der unendlich kleinen Entfernung ^e von dieser Ober- 
fläche entfernt, so wird das Potential dieser Schichten sein"): 

/f j" j— ^1 f^w ■ Somit lÄBSt sich jede stetige und 

eindeutige Function W, welche in allen Theilen des 
Raumes S der Gleichung genügt: 
'\7'F + k*W= 0, 

als Geschwindigkeitspotential von Eiregunga- 
punkten ausdrücken, die bloss längs der Oberfläche 
von S ausgebreitet sind. 

Hier aber hOrt die Aehnlichkeit mit den elektrischen 
Potentialfnnctionen anf, indem diese letzteren sich stets aus- 
drücken lassen als Potentialfanctionen einer einfachen 
Schicht von Elektricität an der Oberfläche des Raumes, was 
bei nnseren Potentialen zwar im Allgemeinen anch der Fall 
ist, aber fflr eine unendlich grosse Zahl von bestimmten 
Werthen von k fflr eine jede gegebene geschlossene Ober- 
fläche Ausnahmen erleidet. Es sind dies nämlich diejenigen 
Werthe von k, die den eigenen Tönen der eingeschlossenen 
Luftmasse entsprechen. 

Man kann sich davon leicht an einem Beispiele flber- 
zengen, indem man das Potential ^r 'eine gleichmässig und 
contittuirlioh mit Erregnngspunkten belegte Eagelschale be- 
rechnet.'*] 

Wenn sämmtÜche Dimensionen des Raumes S sehr klein 
gegen die Wellenlänge sind, kann kr gegen 1 vemachtässigt 
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werden, so oft r die Entfernnng zweier innerbalb S ge- 
legener Pnokte ist. UDter diesen UmstäDden wird die Olei- 
chuDg (7*): 

Bei dieser Weglassnng nnendlich kleiner OrSasen wird also *¥ 
eine Function, welche der GleicliTing "sj^ = o im Eanme S 
genttgt, nnd es folgt darana, dass man in Räumen, deren 
Dimensionen gegen die Weüenlfinge verseil windend klein sind, 
statt der Functionen , die der Gleichnng '\J*¥ -\- k'"P ^ 
gentlgen, stets nnendlich wenig davon nnterschiedene Functionen 
finden kann, die der Gleiehnng ^7^ ^ " genögen. 

[25] Wendet man die Olelchnng (7^) anf theilweis zu- 
sammen sto äsende Räume 'S*, nnd S„ an, indem man die Elemente 
ihrer nicht gemeinsamen Oberfläche mit da, nnd da),,, die 
des gemeinsamen Stttckes ihrer Oberfläche mit diu^ bezeich- 
net, unter n, die nach dem Inneren von S„ unter n„ die nach 
dem Inneren von S,; gerichteten Normalen dieser Flächen- 
elemeote versteht, ao hat man, 

wenn innerhalb S, ^7% -|- 4* »F, = , 
und innerhalb S„ V'P"+ A*'P,.~ , 
der Pnnht a, ß, y, von dem die Entfernungen r gerechnet werden, 
aber innerhalb S, liegt, nnd wir unter dem Inlegi-alzeichen 
[db>, -{- dü}^'] schreiben, wo die Integration ttber sämmtliche 
Elemente da), und sämmtliche dti}„ ausgedehnt werden soll: 

Wenn nan an der gemeinsamen Trennnngsfläche beider Ränme 
,„ d% d%, dW„ 



ist, so giebt die Addition beider Oleichnngen, da dn, 



rff, cosAr^^ 



•f dn„ \ r I J an,, r 
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Die Function f, erBcheint also liier aU Potential von Punkten 
aoegedrflckt, die an der nicht gemeinsamen Oberflftcbe der 
Räume S, und S„ liegen, wätirend die Punkte der gemein^ 
aamen Trennungsääclie ganz ans dem Integral veTschwinden. 
Oenan denselben Aasdrnck erhält man aber fflr ^„, wenn 
man den Punkt a, ß, y in den Raum S„ verlegt. Es sind 
also in diesem Falle W, und !F„ Potentiale derselben ausser- 
halb des gemeinsamen Ranmes 'S*, nnd S„ liegenden Erregungs- 
paokte, nnd beide Fnnctionen mtlssen continnirlich in ein- 
ander Ubergehen, 

Wenn wir also im Folgenden fttr das Geschwindigkeits- 
potential in Tersclüedenen Theilen eines zusammenhängenden 
Luftraumes Terschiedene Änsdrttcke % und f „ werden wählen 
mtlssen, wird die Continnität an der Grenzfläche [26] herge- 
stellt sein, wenn in allen Pnnkten derselben 

W, = W» und -; — = -; — oder = ^ — ■ 



§5. 

Ter]ia1teii in nnendlicber Entfernimg. 
Wir müssen noch die Grenzbedingungen aufstellen fttr 
solche unendlich entfernt gedachte Oberflächen, durch welche 
Schallwellen in den unendlichen Raum hinaustaufen , und 
jenseits welcher es keine Erregnngspunkte mehr giebt. Wenn 
von einem einzelnen Punkte ans in der vorber unbewegten 
Laft eine Erschüttemng ausgeht, so hat das Qesohwindigkeits- 

poteutial bekanntlich i') die Form — F{r — at), wo i^eine will- 

kärliche Function, a die Schallgeschwindigkeit, r die Ent- 
fernung vom Eiregungspnnkte a, ß, y bezeichnet. Soll F 
einer einfach periodischen Bewegung von « Perioden in der 
Secnnde entsprechen, so mtlssen wir ihm die Form geben 

— cos [Ar — 27tnt-\-c], wo 23T» ^ ai, wie in (3") fest- 
gesetzt ist. Haben wir nnn eine beliebige Anzahl Schall er- 
regender Punkte in endlicher Entfernung vom Anfangspunkte 
der Coordinaten , so dasa das Qesohwindigkeitspotcntial ¥ 
von der Form wird: 

,s[kra — ^Tcnt + fft \ 

7. I' 



(8) 'P = S\A^- 
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wo Tt die Entfernung vom Paukte a, A^, und ff^ Constanten 
bezeichnen, die ftr die verscbiedenen Pnnkte versohieden sind, 
und setzen wir die Coordinaten x, y, z des Punktes, in dem 
die Schallbewegnng bestimmt werden soll, g^leich 

^ cos <a , Q am (i) cos #, ^ sin (j sin d' , 
fQr den Punkt a aber gteieli 

A, r., 

SO ist 

r=:'YQ' — 2p(ocos(y+/?Binwcos^+ysinü)Bin*)-|-ß*-f-/S*4-J'*i 
und für unendlich grosse Werthe von q wird 

r = e — a cofl tt> — /S sin w cos * — y sin laamd- , 
indem wir die weiteren Glieder vernachläBsigen, welcbe p im 
Kenner enthalten und deshalb unendlich klein werden. Da- 
nach wird nun der Werth von "F, wenn wir nur die Glieder 

von der Ordnung — beibehalten: 

[37] (S-) f. 

-\- ßi sin w cos ^ + ya sin tu sin Ä) — ^„j } 

-1 i— ^ ■' 2 [Ai am [& («a cos w 

+ ßa sin tu cos %^ + Yii 8''' ^ S'O ■*) — ?J } - 
Die beiden Summen in diesem Ansdrnck sind von q nnab- 
bängig, dagegen Functionen von u nnd &. Wir kOnnen 
also schliesslich für nnendllch grosse Werthe von q W auf 
die Form bringen: 

im ip = ^ e,m[kQ — 27tnt + <i] 

wo 31 nnd c Functionen von tu nnd & sind. 

Dieselbe Betrachtung lässt sich auch anwenden, wenn 
in dur Nähe der Schall erregenden Punkte begrenzte feste 
Körper vorhanden sind in endlicher Entfernung vom Anfangs- 
punkte der Coordinaten, insofern man an der Oberfläche 
dieser Körper periodisch wirkende Kräfte annehmen kann, 
welche die Bewegung der Lufttheilchen senkrecht gegen ihre 
Oberfläche zu vernichten im Stande sind '^). Ist der Raum durch 
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irgend eine nnendlich unsgedehnt« Fische nach einer Richtung 
b^renzt, so ist diese Betrachtnng nicht nnmittelbar anwend- 
bar, weil man dann periodisch wirkende Kräfte an dieser 
Flache bis in nnendliohe Entfernung binans haben wttrde, 
Wohl aber lässt sich einfach der Fall behandeln, wo der 
Raum dnrch eine unendliche Ebene begrenzt ist, die durch 
den Anfangspunkt der Coordinaten geht. Han braucht sich 
zu den Erregungspnnkten nur noch ihre Spiegelbilder hinter 
der Ebene hinzu za denken, von beiden zusammen das Ge- 
schwindigkeitspotential zu nehmen, »0 erfttllt dies die Be- 

diugnng, dass an der Ebene -r— ^ sei '^), und es lassen sich 

auf ein solches Geschwindigkeitspotential dieselben Betraolw 
tnngen anwenden, als wenn nur endliche feste Körper in der 
Nahe wären. 

Unter diesen Umständen ist also die Grenzbedingung, 
welche für die nnendlich entfernten Theile des freien Ranmee 
aufzustellen ist, die, dass das Bewegnngspotential V dort die 
in Gleichung [8'') angegebene Form habe. 

Reoiprocitätagesetz, Setzen wir jetzt vorans, dasS 
W das Geschwind igkeitspotential eines Schallwellenznges sei, 
der in dem Punkte a erregt wird, in dessen Kachbarschaft 
sich eine beliebige Anzahl fester begrenzter Körper befinden 
möge, so daas nur an dieser Stelle 'P unendlich wejrde, wie 

^??!ir?c03(2/r»f), 

sonst überall endlich und stetig bleibe, und in der nnendlich 

grossen Entfernung ^ [28] von derselben Form wie in ö\e^ 

. chnng (S^j sei. Ausserdem möge an der Oberfläche der festen 

Körper die Gleichung --3— == stattfinden. Es sei ferner iß 

das Geschwindigkeitspotential einer Sohatlbewegnng , die im 
Punkte b erregt worden ist, so dass in unendlich kleiner Ent- 
fernung von b fl> unendlich wird, wie 



in nnendllcher Entfernung ^ dagegen 



OitwaM'a SltBiiktl. 
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sei, wo Sd vuA b Dach verscbiedenen Richtungen vom Anfangs- 
punkte der Coordinkteu ins rersohiedene Werthe haben; llbri— 
geas mnas wie IF Qberal] sonst endlich sein, und an der 

d0 
Oberäiche der festen Körper ^— = , 

Wir wenden nnn die Gleicbnng (7) auf einen Raum S 
an, der durch eine mit dem unendlich grossen Radins p uro 
den Anfangspunkt der Coordinaten beschriebene Engelschale 
umschlossen ist, von welchem wir nnr ansschüessen alle die 
Theile, welche durch Sie festen Körper eingenommen sind. 
Für die Integration an den Punkten a nnd b, wo ^ nnd (Z> 
unendlich gross werden, findet dieselbe Betrachtung wie bei 
Gleichung (T') statt. Wir erhalten^»): 

,9) fvf-d„-U^d» 

</ an J an 

= 4?r^['FjC03 (2fFn() — »»„cos (2;ch()] , 

wo ^6 den Werth von f im Paukte fi, und Ö)a den von fl> 
im Pnnkte a bezeichnet. Die Integration nach d(a ist sowohl 
über die Oberflächen der vorhandenen festen Körper anszn- 

dm dW 
dehnen, an denen aber -r- = —r— = 0, so dass diese Theile 

dn dn 

wegfallen, als auch ttber die Oberfläche der Kngel. Bier 
wird nnn»'»]: 

W—~(I>~=c aaABin(0 — c) 
dn dn ^* 

Wenn wir nun bedenken, dass V und von der Form sein 
müssen ; 

>F= 'F'ßos{27cnt) + >P"Bm[2^nt), 

(0 = 0'eoB(27tni) ■+■ 0"aiit{27tnt), 

wo 'P', 0', f" nnd 0" von der Zeit unabhängige Grössen 
sind, so wird 

'Pt aoa {2 Jt nt] — 0^CQa [2 Jtnt) 

=^['P'i—0'„]+\[>i'i—0'a]eoi{i7tnt)+^[W'i~0^a'aH7rnt).- 

Da nnn die Gleichung (9] fflr jeden Werth von t erfüllt sein 
muBs, so muss [39] einzeln gleich sein: 
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J e" ~ ' 

also auch 

(9») 'P, = ^loosCiTtnt) + 'Fi,'8iii(2;r«() 

= <I>'„coa{2fCnt) + <Kairt[27int] = O^. 
Daraus geht der wichtige Satz herror: Wenn in einem 
mit Laft gefflllten Räume, der theils von endlich 
ansgedehnten festen EOrpern begrenzt, theils unbe- 
grenzt ist, im Punkte a Sehallwellen erregt werden, 
30 ist das Oeschwindigkeitspotential derselben in 
einem zweiten Punkte b ebenso gross, als es in a 
sein wtlrde, wenn nicht in a, sondern in b Wellen 
von derselben Intensitst erregt wurden. Anoh ist 
der Unterschied der Phasen des erregeDden und er- 
regten Punktes in beiden Fällen gleich.™'') 

Aus der nach der Qleichnng (8'') gemaohteu Bemerkung 
geht hervor, dass dasselbe noch gilt, wenn der Ranm von 
einer nnendlichen Ebene theilweise begrenzt ist. Ist das 
Geschwindigkeitspoteutial von Schallwellen, die eine grAssere 
Zahl von Erregungapunkten b^, b^, ..., b„ haben, also von 
der Form 

© = »p, + fl>, H 1- ®„, , 

wo Q>„ das Potential der in i„ erregten Schallwellen Ist, 
so wird 

(9') :s[n.]-.s[o^.]. 

In dem Falle, wo die durch W daigestellte Schallbewegang 
nicht davon henUhrt, dasa ein tSnender Pnnkt a sich im freien 
Räume befindet, sondern dasa an irgend einem Oberflächen- 
elemente der Begrenzung des Luftraumes, das wir mit da 

dVa 
bezeichnen wollen, —r~ nicht Null, sondern 
' an ' 



, so wird aus der Gleichung (9)^"): 

(S") i7tA^„ = ~- B0.da. 
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Dieser Satz kanD daza dieneo, um io solchen Fällen, 
wo man die SchaHbewegong der Luft volUfÄndig nur fflr ge- 
wisse besondere Lagen des schallerregenden Pnnktes bestimmen 
kann, doch wenigstens fttr alle anderen Lagen eines oder 
beliebig vieler schallerregender Punkte die Erregnng in [30] 
jenen ersten Stellen des Raumes zn bestimmen. Namentlich ist 
der Satz wichtig, wenn man die Schallbewegnng für eine jede 
entrernte Lage des tdoenden Punktes bestimmen kann, weil 
man dann rtlckwärts anoh fOr jede andere Lage des t9nenden 
Pnnktes die Fernwirknng bestimmen kann, anf die es bei den 
akustischen Versncben müetens alldn ankommt. 



Wellen in offener KShre. 
Wir gehen nnn zn unserer eigentlichen Aufgabe über, 
die Bewegung der Luft am offenen Ende einer cylindrisehen 
Rohre zu bestimmen, wenn im Innern der Röhre durch irgend 
eine Ursache ebene Wellen, die einem einfachen Tone von n 
Schwingungen in der Secunde entsprechen, zn Stande ge- 
kommen sind, und eich die Bewegung durch die Httoduiig 
der Röhre der anderen Lnfl; mittbeilt, welche tihrigens bu- 
n&cbst durch keine anderen Schalt err^enden Kräfte afficirt 
sein möge. 

Die Form der RShre sei im Allgemeinen cylindriach von 
beliebigem Querschnitte; nur in geringer Entfernung von der 
Httndung mOge dieselbe von der cylindrischen Form abweichen 
dürfen. Wir schliessen also RSliren mit trompeten förmigen 
oder halb gedeckten Mündungen in unsere Untersuchung ein. 
Uebrigens setzen wir voraus, dass sowohl die Dimensionen 
der Oeffnuog, wie auch die Länge des nicht cylindrischen 
Theils der Röhre gegen die Wellenlänge verschwindend klein 
seien. Den äusseren Raum denken wir uns der Einfachheit 
wegen nach einer Seite begrenzt durch eine nnendlicbe Ebene, 
welche senkrecht gegen den cylindrischen Tbeil der Röhren- 
wand gerichtet ist, und in welcher die Röhrenmflndnng selbst 
"legt. Diese Ebene sei die ys-Ebene, die Röhre befinde 
'ch auf Seite der negativen x, deren Axe im Innern der Röhre 
iegen und dem cylindrischen Theile ihrer Wand parallel sein 
soll. Auf Seite der positiven x sei der Luftraum unbegrenzt. 
Nach der gemachten Annahme betrachten wir hy und kz als 
verschwindend klein gegen I , wenn y und z Coordinaten 
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eines Panktes der BCbrenmtlndnng sind, und ebenso kx, wenn 
X einem Punkte deB nicht cylin^schen Theila der RSbren- 
wand angehört. 

Unsere Voranssetznugen über die Natnr der Bew^nng, 
welche wir nnteranehen wollen, dräoken sich nnn in folgenden 
Gleichungen ans. Erstens nehmen wir an, daas irgendwo in 
der Röhre sich ein Abschnitt befinde, zwiaehen welchem und 
der Ullndnng keine ftnaseren Kräfte auf die Lnflmasse ein- 
wirken, und in welchem das Geschwind igkeitspotential ^ an- 
endlich [31] wenig verschieden sei von der Form 



'P = 



- vayhx + © cosÄa:j 3in(2iTw() , 



Dies ist die allgemeiDSte Form^'), welche ebene Wellen, die 
einem einfachen Tone von n Schwingungen angehören, haben 
können. Zur weiteren Verein fachnng Wollen wir gleich den 
Anfang der Zeit t so festsetzen, was offenbar immer möglich 
ist, daes 31 = wird, und somit ^ in dem besagten Ab- 
sclinitte der BOhre die Form erhält: 

(10) 'F=/-T-Biniz4--BcoBAa;jcos(2w»i) + a3cosAa^sin(2/r?i(). 

Auf Seite der positiven x denke man sich zwei halbe Kngel- 
flächen von sehr grossem Radius coostrnirt, deren Mittelpunkt 
im Anfangspunkte der Coordinaten liegt. Zwischen beiden 
soll 'F die Form kugeliger Wellen haben, die in den unend- 
lichen Raum hinauslaufen, nämlich, wenn wir, wie frfther, die 
Entfernung vom Anfang der Coordinaten mit ^ bezeicknen: 
^^3^ oos(^e-2^..) ^ sin(^g-2^«0 
p ' P ' 

wo M und 3f, nnabhän^g von ^, aber möglicher Weise ab- 
hängig von den Winkeln sind, die q mit den Coordinatenaien 
bildet. 

Jenseits der äusseren jener beiden Kugelflächen mag noch 
ein Raum liegen, wo die Schallbewegnng erst beginnt, aber 
zwischen der Region der ebenen Wellen in der Rohre, deren 
Bewegung in der Gleichung (tO) gegeben ist, und der Region 
der Kugelwellen von der Form [10") soll die Stärke und Phase 
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der Lnftschwingongen etationftr geworden eein, also W hier 
flberall ron der Form sein; 

worin 'P' nnd 'P" Fnnedonen der Coordinaten, aber noab- 
h&ngig TOB der Zeit sind nnd in diesem ganzen Theile des 
Luftraumes die fiedingnng erfDIlen: 

(3") = k*V+S/V. 

Endlich muBS noch längs der ganzen Wand der RSbre und 
an dem Theile der ys-Ebene, welcher nicht von der Röhren- 
mttndung eiDgenomnen ist, sein: 

<-) £=«• 

Wir wollen nun die Beziehungen zwischen den Coefficientes 
A, B, ©, M ond jtf; der Gleichungen (10) und {10») mittelst 
des erweiterten Green'sehen Theorems anfsuchen. 

[33] Die erste Anwendung der Qleiohnng [7j machen wir 
auf den inneren Raum der Rdhre, diesen von der Ebene der 
Mtlndnng bis zu einer damit parallelen Ebene genommen, 
welche in der Region der ebenen Welten liegt. Die Function 
der Gleichung (7) setzen wir hier: 

= eos kx . 

Da sowohl wie W die Gleichung (3'') erftUlen innerhalb des 
hier betrachteten Raomes, so rcdnciit sich Oleichong (7) anf 

dW 
Nun ist --j— nnr an der Mttndnng nnd in dem Querschnitte 

der Rohre von Null verschieden, dort ist es gleich — -j— , 

(ftp 
hier gleich + -3— ■ Es wird also '^) : 

/d'P rdW" /■(JUX" 

0-^dw = — coa27tntl -^--dü>~am'2itni f -j—dtn 
an J ax J ax 

-\- Q{Ätii&kx — Bksänkx) cos ^ 2 cos (2 fr n^] 

— Q83Ä sin kx cos kx sin [^Ttnt] . 
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— dW 

Bnrch den Horizontabtricfa f oder -7— sollen hier nnd fortan 

dx 
die Werthe bezeichnet werden, welche die betreffenden Fanc- 
tionen in der Ebene det RShrenmflndnng haben. Mit Q ist 
die OrSsse des Querschnitts dea eylindrischen Theils der ROhre 

dO 
bezeichnet. Dagegen ist -z— am cjlindriBchen Theile det 

RObrenwand nnd in der Oeftinng der Röhre gleich Knll. Von 
Null verschieden ist es nur in dem Querschnitte der RObie, 
vro es den Werth — ^sin^^c hat, nnd in dem nicht cjliu- 
driechen Theile der RShrenwand. Nennt man den Winkel, den 
die nach innen gerichtete Normale der Rflhrenwand mit den 

rfffl d0 
positiven x bildet, 8, so ist, da -;— = -z— = , 
' '^' ' dy dz ' 

— — = cos p -7— ^ — A Bin A:e cos ä . 

dn dx '^ 

Wir haben also^^): 

fv~-dw=—Q{Asm&x + kBcoBkx)smkxeoB{27int} 

— Qk^ coakx Bmkzsm[27tnt) 

— kcioa{2 7tnt)j 'F' siakzeoaßda 

— & Bixi{2jt»t) I V" sin &x cos ßdta . 

Wenn man diese Werthe der Integiale in die Gleichang (7'') 
einfahrt, nnd [33] einzeln die mit cos(27£n^) und die mit 
sia{2nnt) mnitiplicirten Glieder gleich Null setzt, so erh&It man 

(II) AQ =/^ dw — kf'P'amkx eosßdot , 
(11») =/^^' dw — kf'F'iwkx wBßdoi . 

In beiden Oleichnngen ist das erste Integral über die ganze 
Oeffnung der Röhre zu nehmen, das zweite über die Wand 
der Röhre, doch wollen wir gleich bemerken, dass an allen 
Stellen, wo cos ß von Null verschieden ist, kx nach anserer 
Annahme eine verschwindend kleine Grösse wird. In rein 
cylindriscben Rühren mit ganz offener oder theilweis gedeckter 
MUndang fallen diese letzteren Integrale ganz weg. 
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Die zweite Anwendung des Theorems (7) machen wir auf 
den freien Raum auf Seite der positiven x, der eineraeita be- 
grenzt gedacht wird durch die ^z-£bene, andererseits dorch 
eine nm den Anfangspunkt der Coordinaten als Mittelpunkt 
conatruirte halbe Kngelfläche^ welche in die Region der kuge- 
ligen Wellen fällt. Innerhalb dieses Raames liege der Punkt, 
dessen Coordinaten «, /3, y sind. Die Entfernung des Panktea 
X, y, z von ihm sei r,, w&hrend r„ die Entfernung von dem 
Punkte sei, dessen Coordinaten — a, /3, y sind, and der 
ausserhalb des hier betrachteten Ranmea liegt. Die Function <b 
der Gleichung [TJ setzen wir 



Indem wir nun die Gleichung (7) anwenden mit Beachtung 
des in (7°) bertlcksicbtigten Umstandea der Unstetigkett von Q> 
im Punkte a, ß, y, erhalten wir^^): 

WO 'JP'a den Werth von W im Paukte a, ß, y bezeichnet. 
Wie im Falle der Gleichung (9) wird die Grösse 
d0 d'P 

W -^- — ® , - an der weit entfernten Kugetfläclie eine von 

an an 

der Zeit unabhängige Grösse, ebenso natBrlich auch das Integral 
dieser Grösse tiber die Engelfläche, welches wir mit (£ ha- 

d0 
zeichnen wollen. An der ^2-Ebene dagegen ist --3— überall 



df 
wo es gleich ~r- iat; [34] fZ> aber bekommt den Werth: 

-z- eoa{kr, — in nt) 



weil an der yz-Ebene r, = r„ iat. 80 erhalte^ wir die 
Gleichung : 
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Setzen wir nnn nach Gleichung (lO*): 

(lOi") >¥= •P'cos[2nrn() + "F" Bin[2jr«f] , 

so können wir in der Gleichung (11'^), welche ffir alle Werthe 
von ( erfüllt sein mnss, die Quadrate und Producte von 
cos[27C»^j und &iu{2Ttni) durch coä{iTtni) und t,iii{ifint) 
ausdrOoken und dann einzeln gldch Nnll setzen: 1) die Glieder, 
welche nach der Zeit constant sind, 2) die Glieder, welche mit 
oos[4nr«() multiplicirt sind, und 3) die mit sin(45r»() multi- 
plioirten, und erhalton dadurch folgende drei Gleichungen: 

,T,„ , 4 fä'l" 8in*r, , , . fd>F" cosir, , 
= ^^■' + V ^ -^ '''^ + V ^ -rT '''"■ 

Die Integrationen aind Ober die Oeffnnng der ROhre auszu- 
dehnen. Durch die beiden letzten Gleichungen ist der Werth 
der Functionen W und f" für alle Punkte des Raumes auf 

Seite der positiven x gegeben, wenn die Werthe von 



dW 

dx 

Die erste 

Gleichung folgt aus den beiden anderen mittelst des Theorems 
(7^)"). Der Werth von 'F„ wird demnach: 



l7tJ ü 



w- 



dx 
'd'W&mjkr,- 



Wenn wir statt der rechtwinkligen Cooidinaten Polar- 
coordinaten einführen, nämlich 

ß =: ß cos w , /? ^ g sin w cos * ) y ^ ß sin w sin ^ , 

so wird in unendlich grosser Entfernung q vom Anfangspunkte 
der Coordinaten mittelst einer ähnlichen Umformung, wie sie 
in (8*) ansgefflhrt ist: 

L.gL,.._b,Coo^le 
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' f 's' 

[35] wo'«) 

(11') i iTtJJKäx d^ I 



fjfi;- 



coa^e -j — sin^EJ dy dz , 



\dx 

G s= y siD (0 cos u^ -{- 2 aiD o sin ^ , 
and wo die Integrationen Aber die Oe^nng der RiJhre 
Eudebnen sind. 



Eine dritte Anvendnng des erweiterten GVeen'schen Salzes 
machen wir anf den Banm, welclier zwischen einem Qoer- 
achnitte der BOhre in der Region der ebenen Wellen und 
einer halben EugelfiSche in der Region der kugeligen Wellen 
liegt. Für die Functionen W nnd der Gleichung (7) setzen 
wir y und f" nnd haben wie in [T**] : 

(7b) /"ip' ^doi- fw" 4^ dw = . 
^ ' J dn J dn 

dW dW" 
Da IftDgs der ganzen festen Wand des Ranmea -j— = --r~ ^0, 

80 iat die Integration nur ttber den Querschnitt der Röhre nnd 
die Halbkugel auszudehnen. Im Querschnitt ist: 

'P' = y 8inAa;+ Scosia:, 

¥"'=©008*3:, 





d^'" 


dW 






'P~ — 


•e" ^ = 


— ^8. 




dx 


dx 




An der 


Knsolfläolie ist"' 








■F' M°°'*' M. 


■ini« 






e 


? ' 




*" = Jf™i?+il/, 


COSÄp 
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? ' 




-v'-^ + w 
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kiM- + JW") 
-^ : " 
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Wenn man die Integrale nimmt, wird: 



[36] Endlicti wenden wir noch das Theorem (7) auf den 
inneren Raum der Rdhre an, von der Ebene der Mnndang 
bia zn einem Qaeraohnitt in der Region der ebenen Wellen 
ftlr die Fnoction ¥" und 

ffl = ainia;, 

Am Querschnitte der Röhte witd 
dx dx 



dn 

ffi = 0, 80 dase das zweite Integral der Oleichnsg [^^) ver- 
schwindet. Im ersten wird an der Wand der ROhre^^): 

dO 

— — = k cos kx C08 ß , 

dO 
an der Mflndnng —j— ^ — k. Also haben wir: 

(U'') QB + f^' cos kx cos ßd 10 — fw'diü = 0, ' 

wo das erste Integral tlber den nicht cylindrischen Theil der 
Röhrenwand auszudehnen ist, so weit coa ß sich von Nnll 
nnteiBoheidet, das zweite Über die OefFnnng der Böhie. 



Wir haben jetzt in den Gleichungen (11), [11*), (U*), 
(11*), {11«), (11'') die Werthe der Coeffioienten -4, B, SB, M, M, 
und der Fnnctionea V und 'P" im freien Raame zurück- 
geführt anf Integrale, in denen nur die Werthe rorkommen, 
welche IP', f" und ihre DifferentialqnotJeuten theils in der 
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MandoDg der RShre selbst, theils «d dem nicht cylindrischeo 
Theile ihrer Wand haben. Wir wollen jetzt die Verein- 
fachangen dieser AnadrUßke einftlbren, welohe daran» her- 
fliesseD, dass die Dimensioneu der Mündang und die Länge 
dea nicht cylindrischen Theilea des Röhre unserer Annahme 
nach gegen die Wellenlänge verschwindend klein sein sollen. 
Vernach lässigen wir Grössen von der Ordnung ke gegen 1, 
so nehmen nnsere Oleichnngen (11), (11^) und (11^) folgende 
Gestalt an^'-): _ 

/d>P' 

["1 (12-) <,:=f^dco-i'fr^^,Hd0J. 

Für den Werth von M^ ist zn bemerken, dass das von & 

/dW 
— ■■ dm nach (12*) seibat eine 

verschwindend kleine Grösse ist, daas femer anch das mit 

/dW" 
—: — ed<i> der Nnll 

gleich gemacht werden kann, wenn man den Anfangspunkt 
der Coordinaten, ttber den bisher nnr besümmt ist, dase er 
in der Oeffnung der Röhre liegen solle, in den Schwerponkt 
d¥' 
dx 

Fläche der Oeffnung verbreitet ist; also redacirt sich der Werth 
von M. anf verschwindend kleine Grössen, nämlich 



-^— s' dta . 
dx 



Wir werden also Jl/, gegen M vernachlässigen nnd letzteres 
als unabhängig von den Winkeln m und & betrachten dQrfen, 
also ans (11^) erhalten ; 

oder mit Berfleksichtigang von 

L:,gl,;t..dbvG0üglc 
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{12") AQ = — 27cM, 
(12*) i& = &M= — ^AQ, 

endlich : 

(12") QB =('¥' du} —f^e'oosßdto . 

Da nun ObrigenB nach (11°) in der Ebene der HQndang mit 
VernKCblSaeigung kleiner Grösaen^s») 

u.- __ _L /■£!?: ■?!? 

irtJ dx r 
und 

so sind M oder A Q nnd « ^' OrQseen von gleicher Ordnnng, 
Nnn können vir die Oleichong (12') schreiben: 

Qß= ±JJ'P'dydz, 

[38] wo die Integration über alle Wertbe von z nnd y auszu- 
dehnen ist, welche der Oeffnnng und Wand dei Rohre ange- 
hSren, nnd das -f- Zeichen sowohl an der Oeffnnng als an den- 
jenigen Theilen der Wand zu nehmen ist, deren Normale mit 
den negativen z einen spitzen Winkel bildet, das — .Zeichen an 
den Theilen, deren Normale mit den positiven x einen spitzen 
Winkel bildet. QB ist also gleich den Werthen von ^P' in 
der Nähe der Oeffnung, integrirt über eine Flflcbe von der 

Grösse Q, also ist B von der Qrössenordnnng W oder ■ 

Wenn also der Querschnitt der Röhre von derselben Ordnung 
kleiner OrOssen wie die Oeffnung, d. h. von der OeSbnng e* 
ist, ist B von der Ordnung Ab. Genauer läast sich bei der 

Allgemeinheit unserer Annahmen das Verhältniss -j nicht 

bestimmen. Wir werden später bei den Beispielen sehen, 
dass es von der Form der Mttndnng abh&ngt, von welcher 

S 
wir das Veih&ltniss -j nnabh&ngig gefunden haben, nnd dass 

es nicht inerklich von dem Werthe von k abh&ngt, so lange 

L.,„_._b,CüO'ile 
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der Qneracbnitt der Röhre und die Länge dea nicht cylin- 
drisohen Theiles als verschwindend gegen die Wellenlänge zn 
betrachten ^nd. Ist tthrigens die Oeffnang der ROhre sehr 

klein gegen den Querschnitt, so kann -j jeden beliebigeo 

grSsBereu Werth erreichen. 



Innerhalb der tieferen Theile der RJthre ist aleo, wenn 
wir setzen 

(12') ^=-l..s*a, 



und dazn gehOrt die Bewegung in den ' entfernten Stellen des 
freien Raumes, indem vir üf, gegen lU vernachlässigen, 

(12") 'F=. AQ cot{k^~2nnt) 

in welchen beiden Gleichnngen A eine wiltkOrlicbe Gonstante 
ist, nnd a fOr jede besondere RöhTenform besonders bestimmt 
werden mnsa. 

Die Natur des hier behandelten Problems wird noch klarer, 
wenn man anf den Orenzfall flbergeht, wo ^ ^ wird. Dann 
werden die beiden Functionen f' nnd f " von einander un- 
abhängig, and es entstehen ans nnserem Problem folgende 
zwei Aufgaben: 

[38] 1) Es ist eine Function W zu snchen, welche in dem 
ganzen betrachteten Räume der Bedingnog genflgt, daaa 

welche fär grosse negative x flbergeht in Az -\- B, fflr grosse 
positive in — - — , nnd fflr die längs der ganzen feston 



gäbe, als hätten wir einen homogenen elektrischen Leiter von 
der - Gestalt unseres Lnftranmes , welchen ein elektrischer 
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Strom von bestimmter Intensität (AQ, wenn das LeitangB- 
vermögen des Stoffes gleich 1 ist) dnrohfliesst, der xae dem 
oylindriBohen Theile in den unendlichen Baum Obergeht, '^) Wir 
nennen bekanntlich den Leitnngswiderstand zweier Leiter 
gleich, wenn hei gleicher Intensität des Stromes ihre End- 
flächen Flächen constanten Potentials sind und dieselbe Diffe- 
renz des Potentials zeigen. Nnn ist in irgend einem Quer- 
schnitte deBoylindrJsohenTheitesdiePotentialfnnotion.'^^r'f-'Ö, 
fflr unendliche Entfernung im freien Räume Null. Denken wir 
uns dagegen den cylindriscben Leiter cylindrisch fortgesetzt 
und ttberall die Potentialfunction gleich Ax -{- £, so wird 

sie Null, wenn x = — — = «. Es ist also — {x — er) die 

Länge eines cylindrischen Leiters von demselben Material, 
welcher denselben elektrischen Widerstand bietet wie der Leiter 
von Qestalt nnseies Lnftranmes, gerechnet von eiuem Quer- 
schnitt des cyliudiischen Theilea in der Entfemnng — x von 
der Mtlndung bis in unendliche Entfernung im freien Baume. 
Nach der in der Elektrioitfttslebre gebräuchlichen Terminolo^e 
würde also — [x — a) die reducirte Länge jenes Leiters 
genannt werden können, und wir wollen dieselbe Benennnng 
auch hier brsnchen. Die Constante B oder a verschwindet 
also nicht mit k zugleich, obgleich andererseits einzusehen 
ist, dasB sie meistens nicht gross sein kann, da der Wider- 
stand unendlich anagedehnter Leiter, wie der der Erde, immer 
sehr klein ist verglichen mit dem Widerstände cylindrischer 
Leiter von demselben Material, ans denen die Elektricität in 
den unendlichen Leiter ausströmt, und es folgt auch weiter 
ans den bekannten Theoremen Aber Elektricitätsleitung, dass 
0! desto grösser werden mnss, je enger die Höndung der Röhre 
gemacht wird, was sich anch in den akustischen Versnchen 
durch die Verändemng des Tons der Bohren zeigt, dessen 
Abhängigkeit vom Wertbe von a wir unten feststellen werden. 
Wenn die Oefihung sehr klein und kreisförmig ist, während 
die den Cylinder sehliessende Wand in ihrer Nähe nabehin 
eben ist, lässt sich annehmen, [40] dasa der Widerstand haupt- 
sächlich nur von den dicht bei der Oeffnung gelegenen Theilen 
herrührt, wo die Bahn der StrOmnng am engsten ist. Der 
Widerstand einer kreisförmigen Oeffnung vom Eadius R in 
einer iaolirenden Ebene, welche zwei anendlich ausgedehnte 
Leiter von einander trennt, ist aber, ausgedrOckt daroh dtQ 
Länge / eines Cylinders vom Querschnitt Q^^): 
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nud dies wUrde in diesem Falle anch der Werth von j aein. 

1 -* 

2} Es ist eine Function -7- ^ zn Bochen, welche im 

ganzen betrachteten Räume der Bedingung gentigt, dass 
Sy^" = 0, welche ftlr grosse Entfemnngen von der Mündung 
sowohl auf Seite der negativen wie der positiven z wird^"): 
AQ 



-ff": 



d>P 



und Ungg der ganzen festen Wand des Luftraumes 

Offenbar ist unter diesen Umständen 'P" im ganzen Ranme 
coustant. Hierbei wird dann ersichtlicii, dass in der Oeffnnng 

/dW' 
—, — dc}, 

ar ''" 

sondern auch —t — selbst mit k zugleich verschwindet. 



Form der Wellen in der RShre. 

Die bisher gewonnenen Sitze lassen nun eine Reihe all- 
gemeiner Folgemngen ziehen nicht bloss aber die Lage der 
Schwingangs- Minima und -Maxima (Knoten nnd B&nohe der 
Schwingangen) und die davon abhängende Höhe der natür- 
lichen Töne der Köbre, die wir als Töne stärkster Reso- 
nanz Charakter isiren können, welche Aufgaben schon die 
bisherigen Theorien mehr oder weniger genügend behandelt 
haben, sondern sie geben nns für eine Reihe besonderer 
Erregnngä weisen der Töne auch bestimmte Auskunft Aber die 
Stärke nnd Phasen der in der Röhre erregten Schwingungen. 

Die Oeschwindigkeit der Lufttheilchen ist, ans (12^^i] 
berechnet: 



(13) 



dV 
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[41] 



{13') 



= Jeo3[27unt + r) , 



wenn 
/ = 

tangT = 



iV- 



'cos*ji;(3; — ^) t_ 
sin ^2: COS ^a 



Die Wertbe von x, fOr welche J* ein M&ximnm oder Minimnm 
wild, werden gefanden dorch die Gleichnng*^): 

Ä*Q* siuka oos'ka 



(13'') iKas2&{x 



Ä*a* 



eos2ka.co&*ka 



Wenn x^ ein Werth iet, der, fDr x gesetzt, diese Gleichnog 
erfüllt, so wird aie anch erfüllt durch 

worin a eine beliebige negative oder positive Zabl bezeichnet. 
Die Maxima und Minima der Sehwingang liegen alBO 
in der Röhre nm Viertelwellenl&ngen von einander 
entfernt. Sie liegen aber nicht nothwendig am ein genanes 
Vielfaches einer Viertelwellenlänge von der Oeffnang der Röhre 
entfernt. Wenn, wie wir im Folgenden immer annehmen 
wollen, i:*Q eine anendlich kleine Grösse ist, so wird mit 
Vernachlässigang der kleinen Grössen zweiter Ordnung die 
Gleichung (13''): 

tang 2k{x — a) = . 
Dann wird J* ein Uaximnm J*,, wenn 

k{x — a) = a^c, also cos^{3^ — a) = ± 1 , 

'•■ = <-■ 

cos* k a 
nnd /* wird ein Uinlmam Jf,, »enn 

f:[z — «) = (q + ^) /£ , also cos k [x — ß) = , 
J„ = A^ — — j- eos*ÄK. 
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Deoken wir nna die ebenen Wellen big zur Mündung der 
Böbre fortgesetzt, so würde in der kleinen Entfernnng a vor 
der OeffnuDg ein Masimnm der Schwingung liegen. Denken 
wir nna die Eotfernangen der Qnerscbnitte der Köhre von 
dieaem nm die Länge a vor der Oeffnung^^] in der Axe der 
Rühre gelegenen Punkte [42] gezählt und nennen diese 
Entfernungen die redncirten Längen des betreffenden 
Köhreii stock a , ao erhalten wir Maxima der Schwingung 
überall, ^o die redncirte Länge gleich einem geraden 
Vielfachen der ViertelwelLenUnge, nnd Uinima der 
Schwingung (Enotenflächen), wo die redncirte Länge 
der Röhre einem ungeraden Vielfachen der Viertel- 
wellenlänge gleich ist. In den Enotenflächen herrscht 
aber nicht abaolote Ruhe, sondern die Bewegung wird nur 
sehr klein. 

Am Orte der Maxima der Schwingung wird tang t gleich 
einer nnendlich kleinen Grösse, also t ^ Ott, am Orte der 
Minima wird tangT = oOj also r = (a + ^)?c, folglich sind 
die Phasen der Bewegung am Orte der Maxima nnd 
Minima am eine Viertelscbwingungadaner verachie- 
den. 

Hach Gleichung (1^) iat die Verdichtung der Luft, wo 
keine änaaeren Kräfte wirken: 



aeosAa 
oder 

wenn 



(14M 



A i/sin'X;[a; — «) Ä*Q*co8*Aa; 

a ' cos* Aß 4?r* ' 

&* Qcoskxcoakci 
^'^' '~ 2?E8ini[a; — a] ' 

Die BedingiiDgsgleichung, welche die Werthe von x giebt, 
für welche L^ ein Maximum oder Minimum wird, ist dieselbe 
wie [13''), welche oben für die Grenz werthe von /' aufgestellt 
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Ueber Luftachwingungen in offeneo Röhren. 5t 

ist, abei wo letzteres e'm Uaximnm ist, wird L'^ ein MisimDm, 
und umgekehrt 34], Wo jL' ein Maximum, wird taug 1,^=0 {oder 
vielmehr gleich einer verschwindend kleinen Orösse], also: 



dx 
wo X* ein Minimum ist, wird tang r, ^ oo , 

' Ina ' '' dx coäAüt * ' 

An diesen Stellen also ßlUt das Maximum der Veidichtniig 
mit dem Maximum der Geschwindigkeit in der Zeit zusammen, 
nicht aber an den zwischenliegenden [43] Stellen. Denn wo 
weder %\a.k{x — o] noch cosÄ[« — «) der Null nahe sind, 
sind sowohl taug % als tang t, sehr kleine Grössen, nnd es 
wird alBO nahehiu 

d^V 
^ = iain[2yrw() , -,- = /co8[2 7r«() , 

so dass hier die Maxima des Dmckes und der Geschwindigkeit 
nahehin um ein Viertel-Undolationszeit auseinanderfallen. 

Denkt man sich die ebenen Wellen bis zur Oeffnung der 
Röhre, wo ^ ^ 0, for^esetzt, so wird dort tangr ^0, da^ 
gegen 

tang T, = — ~ — cotang ka . 

Nun ist im Allgemeinen tang £ce eine kleine Ordsse erster 
Ordnung, k^ Q, eine solche zweiter Ordnung, also tang t, sehr 
klein und t, nahe an Null. Aber es kann auch für besondere 
ROhrenformen a = werden, dann würde t, = \n. Im 
ersteren Falle worden in der Oeffnung die Maxima der Ge- 
schwindigkeit und der Verdichtung um eine Viertelundulation 
der Zeil nach ans einander liegen, im zweiten Falle zusammen- 
fallen. Poisson'& Vor aas Setzung, dass die Verdichtung in der 
Oeffnnng gleich der Geschwindigkeit, mnltipliclrt mit einer 
sehr kleinen Constanteu, sei, ist also nur in einem hesonderen 
Falle richtig, den er allerdings als den allgemeinen betrachtete. 
Auch in diesem Falle ist sie übrigens nur richtig, wenn man 
sich erlaubt, die ebenen Wellen bis zur Mündnng der Röhre 
fortgesetzt zu denken, aber nicht, wenn mau die wirklich in 
der Oeffnung stattfindenden mittleren Werthe der äescbwin* 
digkeit nnd Verdichtung nimmt. 

4« 
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Was die Lage der einzelnen Wellenphasen in einem ge- 
gebenen Augenblicke betrifft, so finden wir die Lige der 
Qeachwindigkeitsmaiima in der Region der ebenen Wellen, 

indem wir -r^ = setzen, oder auch 1'=0, da hier 
"-±.-\-k*T=(i. Also: 

0=-y-coa[27rM()sinAa;+[Soos(2?rMi)+fflain(2;i:M()]cosA3:; 
daraas folgt ala Bedingung [b. (12'} nnd (12^)] 

(14") tangAa: = tangia + -^ tang(2?rn(). 
Wenn ^ = , wird 

taog^;r = tang^a , 

die Maxima der Geschwindigkeit liegen dann, wo — {x — cs)^aX, 
die Minima, [44] wo — {x — «) ^ (a + \) i.'*) Wenn nun t 
wKchat, so bleibt, weil k* Q eine verschwindend kleine OrSsse 
ist, doch immer noch tang£:e nnmerklich wenig verachieden 
von fang ka, also die Lage der Maxima nnd Minima nnver- 
ftndert, so lange taDg(2^nfJ endliche Werthe bat. Wenn 
aber t sich dem Werthe einer Viertel schwingungad au er nähert, 
. wird auch t&ng kx gleichzeitig mit tang(2nn^) erst + co, 
dann — oo, dann aber, sowie tang(27r»^] endliche negative 
Werthe erreicht hat, wird tang kx wieder gleich tang ka, und 
so bleibt es wieder während beinahe einer halben Schwingnngs- 
dauer stationär, so lange tang(2^n;) endlich bleibt. So oft 
nun tang kx vom Werthe tang ka auf + oo wächst, dann 
von — oo durch die negativen Weithe bis und wieder auf 
tang &a Qbergeht, mnss kx am 7t wachsen nnd x selbst 
um -^Jl. So wird also ein Maximam, welches znr Zeit ^ = 
da liegt, wo die ledncirte Länge ai. beträgt, um die Zeit 

t = -- schnell tibergeben anf die reducirle Länge (q — ^]X, 

hier bmnahe stillstehen bis t ^ — , dann schnell fortschreiten 
auf (0— l]X n. s.w. *" 

Im freien Banme dagegen bewegen sich die Masima 
der Geschwindigkeit mit der gleichmäsaigen Fortpflanznnga- 
geschwindigkeit a vorwärts. In den entfernteren Theilen des 
freien Raumes liegen sie znr Zeit ^ = 0, wo p = f6 + t)/. 
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Der Abstand zweier Maxima der Oesehvindigkeit, von d«B«n 
eines im freien Banme in der a>Axe, daa andere in der fifihre 
gelegen ist, zur Zeit i = ist [a + & + ■}) ^ — "■ D» "•!> 
zur Zeit t = j— das Uaxiinam in der R9hre fast ganz still 

steht, das im fteien Ranme nm ^A fortechreitet, so wSohat die 
Entfernung beider Maxims bis auf nahehin (o + b + i)i — a, 
geht dann ziemlich schnell znrtlck anf (a -|- b] il — a, tun 
während der nScbsten halben Sebwingnnggdaner wieder anf 
(a -4- ^ + 11 ^ — a EU Stelgen , and bewegt sich so immer 
zwischen den genannten Grenzen. 

Mit der Verdichtnng verhalt es sich ähnlich»**}. Ihre Maxi- 
malwerthe werden gegeben daroh die Gleichnng: 



Zar Zeit t ^ — ist cotg(2frn^) =: 0, and die Maxima der 

Verdichtnng liegen, wo die redncirte Länge der Röhre (a — {]X 
beträgt. Diese Lage behalten sie auch unverändert bis n^e- 

hin t^j—, wo cotg(2sr«i) unendlich gross wird. Dann 

rücken sie sohnell voi'Wärts bis (a — 4) ^- ^^ ^^^ entfernteren 

[40] Theilen des freien Raumes liegen sie, wenn t = — , da, 

wo Q ^= {b -\~ \]i.. Ihr Abstand von denen in der ROhre 
beträgt also dann [a + b + \]l — a, wächst allmählich auf 
(a 4- b + -IJÄ — a, sinkt schnetl anf (o + b) A — a, wächst 
dann wieder allmählich a. s. w. Sowohl die Maxima des 
Druckes wie der Geschwindigkeit haben ihren grSssten Werth 
in der ROhre, wenn sie stillstehen, ihren kleinsten, wenn sie 
vorwärts eilen. Uebrigens eilen die Maxima der Geschwindigkeit 
vorwärts zn den Zeiten und an den Orten, wo die des Druckes 
stillstehen, und umgekehrt. 

Stärke der Resonanz in der ROhre. Denkt man sich 
die Bohre nur bis :r ^ — l reichend nnd ihr Ende im Be- 
reiche der ebenen Wellen gelegen, so kann die Brschflttemng 
der Lnft in der Röhre entweder an diesem Ende mitgetheilt 
werden oder von der vorderen Oeffnung der ROhre her, indem 
ein Soliallwellenzug gegen die Mündnng der ROhre schlägt. 
Was zunächst den ersten Fall betrifft, so kann nach Feat- 
stellnng der Form der ebenen Wellen leicht der Fall 
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behandelt werden, wo die Böbie durch irgend eine Piatte 7on 
beliebiger Masse gescblossea ist, welche durch irgend eine 
elastische Eraft (z. B. einer über die HflDdnng der Röhre 
ausgespannten Membran) in ihrer Lage gehalten und dnrcb 



Toi 
ist, 
in 



( 



Es 
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am grOasten, wenn der Factor von A in (15) am kleinsten 
ist, d. b. wenn 

Ä(;+a) = (a + i)w. 







,k{l + 


«) = o, 


t 


Dann 


ist- 


») 










A = 


2!t 

4'QtOsia 









jtf — 


*• 






4.-e'oo3 


T« 






1 = 


I-Vi« 





Die at&rkate Reeonanz der Röhre and der stärkete 
Schall im fteien Räume findet also statt, wenn die 
Bewegung der Lnft am Orte einer KnotenflSche mit- 
getheilt wird. Die Stftike der Schallwellen wird 
dabei sehr groas, aber keineswegs nnendlich. Denn 
damit der im Nenner der Werthe von A nnd M stehende 
cos ia Nnll werde, mOBate die Flfiche der Oeffnnng gleich 
Nnll werden. .Dabei zeigt sich zugleich, dasa die Resonanz 
sowohl in der Röhre als auch im freien Räume desto mSch- 
tiger wird, je enger die Oeffnnng der Röhre ist. Wenn, wie 
gewöhnlich, ka klein ist, kann cos ^a = 1 gesetzt werden, 
Dann ist die Wirkung im freien Räume unabhängig 
von der Form der Röhre. Die Vibrationen der 
Schwingungsmasima in der Röhre nnd der nm ganze 
Welteniftngen von der Oeffnnng entfernten Wellen 
im freien Räume unterscheiden sich dabei von denen 
der mitgetbeilten Bewegung nm eine Viertel-Undn- 
lation. 

Das Minimum der Resonanz tritt ein, wenn der Factor 
von A im Werthe von G in (15) sein Maximum erreicht, 
d. h. wenn 

cos Ä (/+«] = ± l , h[l+ a) = a7t; 
dann wird mit Weglasanng kleiner Oiössen 

, QGcosi« 
Gco3«« = ^, T = a>T, M ■= ■ 

[47] Die Wirkung im freien Räume ist also, je nach dem 
Werthe von a, gleich oder kleiner, als wenn gar keine Röhre 
vorhanden wäre, und die erschütterte Schluasplatte der Röhre 
einen Theil der übrigens festen yz-Bbene bildete. 
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Die grosse VerBchiedenbeit der SehallBtärke in der Lnft 
bei gleicher Excarsionsireite der BchwiDgenden Endplatte der 
Rdhre, von der die Wellen erregt werden, kann llbeirasohen. 
Sie bembt daranf, dass, wenn auch die Excnraion der 
dchwin^ngen dieselbe bleibt, doch die Arbeit, die die 
schwingende Platte dnrch die Bewegung der Lnft leistet, 
eine an sserord entlieh verschiedene ist, je nachdem sie gegen 
verdichtete oder nicht verdichtete Luft sich vorwäi'ts bewegen 
mnss. Bei stärkater Reaonqnz findet am Ende der Röhre anch 
der stärkste Wechsel von Verdichtung nnd Verdannnng statt. 



Gehen wir jetzt Ober zn dem anderen Falle, wo der 
Schall im freien Räume in grösserer Entfernung von der 
Oeffnnng der Röhre erregt wird, letztere aber an der Stelle 
X =: — / fest geschlossen ist. Da die in dem tönenden 
Punkte, dessen Coordinaten ß, ß, y seien, erregten Wellen 
von der festen ^z-Ebene reflectirt werden, müssen wir ans 
die Bewegung im freien Ranme zusammengesetzt denken aus 
den Wellen, welche der tönende Punkt etiegt, und denen, 
welche sein Spiegelbild, dessen Coordinaten — a, ß, y sind, 
erregen würde. Setzen wir das Geschwindigkeitspotential O 
dieser Bewegung auf Seite der positiven x im freien Räume 

(,S) .f-g p"l*'-'-^'"'+') I «-{Icr.-M + cn 

WO r, die Entfernung vom Pnnkte a, ß, y nnd r„ die von 
seinem Spiegelbilde ~ a, ß, y bedeutet, so ist au der ganzen 
yz-Ebene >«) 



Ist der tönende Punkt weit von der Oeffnnng der Röhre ent- 
fernt und diese klein gegen die WellenlSnge, so können wir 
die kleinen Verschiedenheiten des Werthes von ö> in ver- 
schiedenen Punkten der Oeffnnng vernachlässigen und hier 

setzen : 

©= Gco9{2ftnt + r„) , 
wo 

e=-, 

. tang T„ = — tang(Är, + c) . 
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[48] Innerhalb der RShre setzen wir dann: 

(16') (&= Gco8k3;eoi{2 7rnt 4- t„] . 



aussen eben da gleich Null. Innerhalb der lUthre kSnnea 

... d0 , 

wir bei dieser Annahme -;— = setzen, indem wir die ver- 

an 
schwindend kleinen Werthe, welche es am nicht cylindrischen 
Theile der Röhre annimmt, vernachlässigen. Nur am ver- 

achloBBenen Ende ist — r~ 

ax 
Hier müssen wir setzen: 

dm d^ „ 

nnd das Geschwindigkeitspotential im ganzen Ranme gleich 
Ö> -f- ¥', wo f das von uns früher bestimmte Bewegnnga- 
potential der ebenen Weilen in der Kilhre, die in den freien 
Raum Obergehen, ist^'j. Dadurch ist allen Bedingnngen der 
Aufgabe genügt. Wir haben also fttr a; ^ — /: 

(le»-) — kQ%mklüai{l7tttt -\- r„) = JfMsi^itnt +■ r), 
also 



(16'} {,^ . ,, r j l/coa'A(? + «) , A'Q' . , , , 

AG'BinÄ^ = /=^ y YT- — - +-;— rsin'i/. 

\ ' cos'ä« 47r' 

Das Minimnm von A bei gleichen Werthen von G tritt offen- 
bar ein, wenn sin kl-^ 0; dann wird A = fi, und die Bc 
wegnng im freien Räume so, als wäre die Mündung der ROhre 
gar nicht in der ^z-Ebene vorhanden. Das Maximum aber 
tritt ein, wenn cos k[l -\- a) = Ü\ dann wird : 



und wieder wird beim Maximnm der Resonanz der Phasen- 
nnterschied von einer Viertel-Undnlation zwischen den eiTegen- 
den Wellen und den erregten eintreten^"). Das Maximum der 
Resonanz in der an einem Ende geschlossenen Röhre tritt 
also in beiden Fällen, sowohl wenn der Schall vom ge- 
schlossenen, als wenn er vom offenen Ende her der Luft der 
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RObie milgetheilt wird, ein, wenn die redocirte Länge der 
RShre ein angerades Vielfaches der ViertelwellenlSoge ist. Ans 
dem Reciprocitätsgesetz des Schalles, welches in (9'] ansge- 
sprechen ist, läast sich nun dasselbe Gesetz aach für jede 
andere Lage des tönenden Punktes ableiten. Es pssst aaf 
unseren Fall direct die Form, welche wir dem Gesetz in (9") 
gegeben haben. Die dortige Constante A, [49] welche der 
Intensität des tSnenden Panktes h entspricht, indem dort (Z> 
unendlich wird, wie 

= A^^ aoi{27int) , 



dn 
an der erschütterten Stelle da der Wand gleichgesetzt worden: 



dx ' 

wo der Boden der R0hre erschüttert wird, von uns in den 
Oleicbungen [15) und (15») gesetzt worden: 

dW^_ 

dx ~ 



= GiiOB{27tnt + T„]; 



wir haben also die Constante B der Gleichung (9°) mit G zu 
vertauschen nnd im Ausdrucke fDr IF statt 27tnt zn schreiben 
iTtnt — T„. Ausserdem ist in dem Falle unserer Anwendung 
nicht bloss ein einziges Fläohenelcment da erschüttert worden, 
sondern der ganze Boden der Röhre; wir müssen also über 
diesen integriren, nnd erhalten so: 



:i7) 4.r'Fj = -G/ö), 






wo die Integration Aber den Boden der RShre anszudehnen 
ist. Ist nun der tönende Punkt vom Boden der Röhre nur 
weit genng entfernt, dass hier ebene stehende Weilen ent- 
stehen können, also hier von der Form ist: 

=/C03Ä{/4-^)cos(2;i:«( + c) , 

80 wird aus (17) ss): 
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4jr['Fj'cos(2rtM( — r„) + Wism{27cn( — r„)] 

= — /GÖcos[2fir«i + c), 
(4 TTf'Pi' cos T„ — 'Pi' sin r„) = — /GÖCOac, 
'^ 'i47r('F;smr,, + 'Fi eest„) =fGQ siac , 

Hun iat der Wevtli der Functionen W und' f" für jeden 
Pnnkt ä proportional der in den Gleichungen (10} bis (16) 
vorkommenden Gonstanten A, deren Verhältniss zu G fttr 
eine bestimiote RJJhrenlänge gegeben ist in GleiehDng (15). 
Also ist bei wechselnder Röhrenlänge ancli / proportional 

dem Verbftltniss -^ ' [^^j ^^^^ Verbältniss wird, wie ans (15) 

bervoi^eht, ein Haximnin, wenn 

Darans folgt also, dass anch bei einer beliebigen 
Lage dea tönenden Punktes die ebenen Wellen im 
Innern der Röhre, wenn dergleichen ttberhanpt entstehen, 
das Maximnm ihrer Intensität erreichen, wenn die 
reduoirte Länge der RShre ein ungerades Vielfaohea 
der ViertelwellenlSnge iat. 

Die ebenen Wellen im Innern einer an beiden Seiten 
offenen ROhre lassen sich mittelst der aufgestellten Probleme 
behandeln, wenn die Mündungen der Rdhre nach der von nns 
gemachten Annahme in zwei parallelen festen Ebenen liegen, 
die den Luftraum in zwei Theile trennen, und der Schall auf 
der einen Seite von einem weit entfernten tönenden Punkte 
ausgeht. Auf der einen Seite dieser Wand ^^) setzt man daa 
Geschwindigkeit spotential gleich der in den Gleichungen (10) 
bis (12) gehranchten Function W, auf der anderen Seite gleich 
der in den Gleichungen (16] bis [16") vorkommenden Form 
Qi -\- W, welche der Resonanz einer RShre entspricht, in 
welche der Schall von der offenen Mündung eintritt. Man 
hat dann nur die Coefficienten der ebenen Wellen in der 
Rdhre in diesen beiden Ausdrücken des Oeachwindigkeits- 
potentials so zu bestimmen, daas hier beide Functionen iden- 
tisch werden. Da das weiter keine Schwieiigkeiten macht, 
mSge das Gesagte genügen. Die Resonanz in der Röhre wird 
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un stärksten, wenn die reänoirte Lange der ROhre, an velcher 
man die Coireotionen ftlr beide Hündnngen anzubringen hat, 
ein Vielfaches der halben Welleolänge ist. 



Redncirte Länge Terscbiedener RSbrenformen. 

Wir vollen schliesslich noch eine Reihe von Röhrenformen 
anfauchen, ftlr welche mit den bis jetzt bereiten Hfllfamitteln 
der Aoalfsis sich die Lnftbewegnng in der UQndong nnd die 
ledacirte Länge vollständig wenigstena nr Schallwellen von 
so grosser Wellenlänge bestimmen lässt, dass gegen diese die 
Dimensionen der Rährenöfinung, ihres Querschnitts nnd des 
von der Cylindergestalt abweichenden Theilea der Mflndnng 
verschwinden. Die Wand der Röhre sei Dbrigens eine Rota- 
tionsfläche, welche in kleiner Entfernung von der kreisförmigen 
Mtlndnng, deren Radius R sei, übergeht in einen Cylinder 
von kreisförmigem Querschnitt, dessen Radius wir R^ nennen 
wollen. Wir setzen ferner voraus, dass auch die Bewegung 
der Lnft fiberall symmetrisch um die Axe der Röhie vor sich 
gehe, Wir kOnnen nun im [51] Allgemeinen nicht so zu 
Werke gehen, dass wir eine bestimmte Röhienform annehmen 
nnd dazu die Potentiale der Bewegung suchen, sondern wir 
müssen umgekehrt von der Potentialfuncdon ausgehen nnd 
die dazn gehörige Röhrenform bestimmen, was sich in jedem 
Falle ausfahren lässt. finr mflssen wir eben solche Formen 
der Potentialfunction snchen, welche Röhren geben, die in 
kleiner Entfernung von der HOudnng in Cylinder tlbei^hen. 

Dem Bewegongspotentiale der Luft haben wir die Form 
gegeben : 

Ftlr die tieferen Theile der Röhre haben wir in [ii") ge~ 
f noden : 

(12"} 'P"=-4^CosAar. 



rfa: 

wie wir oben schon gefunden haben, mit k verschwindet, 
nach (11^): -^ 

2nJ dz r, ' 

L.gL,.._b,GOÜglc ' 
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<-'' ^— Ä/i 



welches innerhalb der Uttndnng, wo wir kr, verschwinden 
lassen dürfen, wird: 

fdW^ ^ _ AkQ 

Sowohl (12'') wie (12') giebt innerhalb der HOndnng den 

dW' 
gleichen Werth von W und den Werth Nnll für -y- ■ Sie 

gehen also an der Hflndung dei Bohre continnirlich in ein- 
ander Ober. Längs der festen Wände des Luftraumes geben 

dV 
beide -^ — = 0, nur an dem nicht cylindrischen Theile der 

Röhrenwand wird dieser Differestialqnotient nicht geaan Nnll, 
aber veisohwindend klein. Es ist also IF" nnter dieser An- 
nahme eine continnirliche Fanotion, die den Bedingnngen der 
Aufgabe QenQge leistet, nnd kann unmittelbar berechnet 
werden, nachdem ^' gefanden ist. 

Die Fnnction ¥" hat im freien Raome die Form: 



(18) 



1 d^' 



Im Innern der Bohre werden wir ihr eine andere analytische 
Form ip, geben mflssen, welche die Eigenschaft haben maas: 
1) Im Innern der Köhre die Bedingung zn erfOllen: 
(18') yp. -|-A*>F^=0, 
[52] 2j fttr gi'osse negative Werthe von x folgende Form 
anzunehmen : 

[18») f, = ^ Bin ia: + 5 cos kx , 

3) an der Fläche der Oeffnnng den Bedingungen zu ge- 
nflgen: _ __ 

(18'} f, = 'P' und ^ = ^ = — 2^Ä. 
^ > i dx äz 

Dann wird die Form der Bohre gefunden durch die Bedingung, 
dass an der Wand 

L:,gl,zt..dbvG0üglc 
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welche Foim aber necb der Bedingnog gentlgen mnss, dasa 
Dur ftlr solche Wertbe von x, welche gegen die WellenläDge A 
verschwindend klein sind, die FlAche eine merkliche Neignng 
gegen die x-Ane haben darf, weil wir vorher auch 

d ooB kx 

dn 
gesetzt haben längs der ganzen Ausdehnung der Röhrenwand, 
und weil nnr unter dieser Bedingnog die Form der Röhren- 
wand von der. Wellenlänge unabhängig gefunden wird. Indem 
wir setzen: 

ß cos w ^ y , Q sinw = z , 

und berttcksichtigen, dass nach der VoransgeUnng f nnr eine 
Function von q und x, nicht von lo sein soll, wird Qlei- 
chnng (18"): 

„8.) ^+^;';^+is+..^,=o, 

' ' dx^ dp* iJ dq ' 

Wir setzen«): 

(19) © = ^BinÄ;a: + ^OOaAar + ^[JE,„e+*t'^^^C^,«j,l, 
wo Em beliebige Constanten, Cfm^) folgende Function bedeutet: 

w^-.-.-'iÜ'+.^-o^^ "•■■'■. 

und unter dem Sammenzeichen für m diejenigen Wertbe za 

setzen sind, welche — 7^ = machen, wenn o = S.. Dann 

dQ ' ^ ' 

ist eine Fnnctiou, welche der Differentialgleichung (18°) 
Gentige leistet und an der Wand einer cylindrischen Bohre 

d0 
vom Radina R, auch der Bedingung genttgt, dass -z— = 0. 

In dem Exponenten von e muas der Wurzel immer das positive 
Vorzeichen gegeben werden, wenn die Röhre nneudlich lang 
ist, damit ftlr unendliche negative x endlich bleibt. Ist 
die Röhre aber irgendwo abgeschlossen, so sind [A3] auch 
negative Vorzeichen der Wurzel zn nehmen, and die OoefB- 
cienten deraelben so zu bestimmen, dass die Grenzbedingungen 
an dem geschlossenen Ende erfüllt werden. Da tlbrigens der 
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kleiaste Werth von mj?, , der die Bedingung -^ =: fOr 

Q = R^ erfüllt, 3,83171, der zweite 7,01751 ist, wälirend die 
folgenden sich aUmäblich der Grösse (a-|-^)7r nshern, so 
nehmen alle diese Exponentialfunctionen schnell ab, wenn man 
sich von dem Ende der Bohre entfernt, an welchem sie einen 
merklichen Wetth haben, nnd so oft die Länge der ROhre 
beträchtlich gross gegen den Dnrchmesser ist, werden sie in 
der Uitte oder am anderen £nde deraelben zu vemachi&ssigen 
Bein. Es wird also im Allgemeinen gentigen, dass wir uns 
snf die Glieder beschränken, für welche die Wurzel im Ex- 
ponenten ein positives Vorzeichen hat*']. Da übrigens mR^ 
nach dem Gesagten eine endliche, kB^ aber eine verschwin- 
dend kleine Zahl ist, eo kennen wir in dem Exponenten k* 
gegen m^ vernaohlässigen und setzen 

(19'') = -j äiakx -\- B <i09kx -^ 2{E,„e''''U(„^^ . 

Diese Function erfüllt also allerdings die Forderung der 
Gleichungen [18'] und (18''), welche wir oben für die Function 
W^ aufgestellt haben, sie wird aber im Allgemeinen nicht der 
dritten Bedingung (18°) entsprechen, dass, wenn wir setzen: 

dx dz ' 






oder, da innerhalb der Oeffnaog kr nneudlich klein ist, kann 
man diese Bedingung anch daranf tednciren, dass sein mOsste: 



-hf 



dx r 



Ware diese letztere Bedingung durch besondere Annahmen 
über die Grösse der Coefficienten erfüllt, so würde die Gestalt 
der Röhre einfach cylindrisch sein. Ich habe aber keine 
Methode fiiiden können, um die Coefficienten dieser Bediagung 
gemäss zu bestimmen nnd somit die Aufgabe für ganz cylin- 
drische Röhren streng zu ICsen. Auch lässt sich einsehen, 
dass die Convei^enz der Reihe für fl) in Gleichung (19) für 
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diesen Fall eine sehr langsame sein wDrde, da die Geschwin- 
digkeit der Lufttheilchen -j- am Rande der Oefihung, die 
darok eine scharfe rechtwinklige Kante begrenzt sein wflrde, 
nnendlioh [54] gross wie {R — ^j~ ^ werden mBsste, und 
daher die Reihe für -=— für den Werth ^ = .K und x = 

überhaupt nicht convergiren kann^;. 

Wir fflgen deshalb zn noch eine andere Fnoction 
hinzn, die ia grösserer Entfernung von der Oeffnung ver- 
schwindet, also auch nnr in der NKhe der Oeffnnng Ejinflnss 
auf die Gestalt der Röhre ansaht, aber die Continaitat an der 
Oeffnung herstellt"). 

Bezeichnen wir der Einfachheit wegen die Potential- 
fnnction einer anf der EreisfiSche der Oeffnnng mit der Dich- 
tigkeit h verbreiteten Masse mit Pt,, also 



(20) P,=.Jh^^dio, 

T 

t 



dieses Integral über die ganze Fläche der Oeffnnng genommen. 
Wenn die Distanz des Punktes, für welchen wir Pi, bestinnnen, 
yon der Oeffnnng klein ist, so ist iiOikr= 1 and 



Setzen wir femer 

(21) h = i-^l, 

(-) — if. 

nnd bestimmen wir l so, dass in der Flftehe der Oeffnnng 

(21") ^ = i^, 

was sich immer anafflhren isast, weil die Vertheilung einer 
Hasse aaf einer Kreisscbeihe, die an der Oberfläche dieser 
Scheibe eine Potentialfunction von gegebener GrOssa giebt, 
nach bekannten Methoden gefunden werden kann. Setzen 
wir ferner anf Seite der positiven x, wie, schon oben geschehen: 

(21') 'F' = P* = P, -h Pi 

in der Röhre, also fflr negative x: 
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(21«) "P.-^tD + P,— P,, 

Bo fenflgen die FQncUonen V nnd Vi allen för sie ge- 
stellten Bediagnngen. Dass nftmlich f' im freien Räume und 
Vi im Innern der Röhre der Bedingung; genügen; 

(18") V'F+*"F=0, 

i»t ins der Bildnn^weise dieser Fnnolionen klar. Dhsb f< 
für grosse Wertbe [55] von — x tibergeht in 

f ( s= T- ankz'-\- Bom&x, 
k 

erhellt darans, dass P« und Pt in einer gegen die Oeffnnng 
der Rffhre grossen Entfernnng nnendlicb klein werden, O aber 
wirklicb in jene Form Dbei^eht. Da ferner in der FUche 
der Oeffnnng 

(21*) H = i^, 

wird _ „ _ _ 

(21«) "?'= 'Pf=P(4-P,. 



Da femer an 


der Fläcbe der Oeffnnng 




S=-^ 


«i~i 


nnd auf Seite 


der positiven x 






dP 


dp 




dn 


dx ' 


inf Seite der 


negätiTQD aber 






dP 

dn 


dP 

di' 


90 ist 







(21') 



dx dx dn dn 



Somit sind die geatellten Bedingungen (18'), (IS*) nnd (18*) 
erfailt. 

Die Form der Röbrenwand wird endlich dnrch die Glei- 
cfanng gegeben: 

(18') ^ = »- 



Ontwild's KlMsjkei. 
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Da wir die Bedingung gemacht h&ben, dass, wenn r eine 
innerhalb dea nicht cytindrischen Theiles der Röhie liegende 
Entfernung ist, A*r' gegen I zu vernachlässigen Bei, kOnnen 
wir, entsprechend der zur Gleichung (7') gemaehten Bemerkung, 
in dieser Gleichung der Böhrenwand h ^ Ü setzen, werden 
dann aber natürlich auch die Aufgabe nor fflr solche Werthe 
von k als gelöst betrachten dfirfen, fflr welche diese Bedingung 
erfflUt ist. Dann ist also für diesen Zweck in der Nähe der 
Röhre nmündnng zu setzen statt (19''): 

(22) <l> = Ax + B + 5{E„e"" (Ti^g,} , 

(21*), (21*) i=-l-g, Pi = \^. 

(21^) "?, = <& + P, — P, . 

[56] In der That sind dann aach alle diese Functionen von einer 
solchen Form, dass sich ilir Werth in der Nähe der Mündung 
nicht ändert dadurch, dass mau k^ ^ setzt. Die Bedingung 
(IS*) ergiebt**), dass die R<)brenwand eine zu allen Flächen, 
deren Gleichung f',* ^ Gonst. ist, orthogonale Rotationsfläche 
sein mnss, oder wenn wir die Gleichnng der Röhrenwand 
(und tiberhanpt der Strömnugscorven) ausdrtteken durch 

PZ = Const. , 
so muss sein: 

^ ' dx dx ^ d^ d^ ~^- 

Zu bemerken ist noch, dass man, um die Form der 
Function (D f estznat eilen , die Grösse des Radius des cylin- 
drisohen Theiles der Röhre B.^ bestimmen muss, weil von 
dessen Grösse die in der Summe vorkommenden Werthe von 
m abhängen. Um Pi nnd Pj zn finden, mass wiederum die 
Grosse des Radius der Oeffnung B. festgestellt sein, und 
schliesslich wenn man die Röhrenform ans der Gleichnng 
dWi 

— — = bestimmt, wird die Stromescurve, welche von dem 
dn ' 

Rande der Oeffnung ansgeht, nicht nothwendig in einen 
Cjlinder vom Radius It^ Übergehen. Um dies nnn zu 
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bevirken, mnss man eine der Constanten von dnrcb die oben 
gefnndene Gleichung 

(12"} AQ = — 27tM 
bestimmen, worin in nnserem Falle Q der Qüerechnitt der 
Röhre 

Darana folgt: 

(22'') AE\= — 2f{i -\-l)db}. 

Wenn R und R^ gegeben sind, giebt diese Gleichung eine 
Bedingang, velche durch die Coefficienten des Ausdrucks fllr 
in (22] erfallt werden muss, so daas einer von ihnen dDtch 
die anderen bestimmt werden kann. 



Einfachste Rtthrenfomieii. 

Wir wollen endlich noch die Robrenformen berechneD, 
welche den einfachsten Annahmen Ober die Fanction ent- 
sprechen. Setzen wir 

(23) = -T^ain&x + B cos kx , 
[57] 80 wird nach (21"): 

[23») i = ~^, j'idia = — \AR*, 
and in der Ebene der Httndnng nach (21"): 

(23") ¥i=-\B, 
woraus nach bekannten Sätzen aber Klehtricitätsvertheilung 
anf einer leitenden Kreisscheibe folgt^^), dasB 

(23.) 1= ,1 flä. = ^. 

Somit folgt ans GleichnDg {22^j: 

(23'] Aie,^\AR' — — BR. 
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Den Unterschied a der wahren nnd redncirten RdhrenUnge 
haben wir oben (12') definirt dnrch die Oleichnng: 

(12') -^=^tai,fÄa. 

Da ka eine sehr kleine Grösse ist'^), so oß das Verhältniss 
Ml : B endlich ist, kSnnen wir in diesem Falle annähernd 
setzen : 

wodurch fttr die hier in Betracht kommenden Rohrenformen 
der Unterschied zwischen wahrer nnd redncirter Lftnge ge- 
geben ist, wenn die Radien des Cylinders nnd seiner Mtindang 
bestimmt sind. Die redaeirte Länge der Pfeife ist gleich der 
wahren, also a ^ j5 = 0, wenn ß = Ä, V2 . 

Wenn die Mttndnng ebenso weit ist wie der Cylinder, 

al8o_B = B,, wirda = ^Ännd B = — — SA Wenn Ä 

4 4 

sehr klein gegen S, ist, wird ann&hemd 

B ^ 7t S^ ^ Q 

A^ 2Ä 2Ä' 

wie es schon oben fflr diesen Fall in (12') gefanden ist. 
Unter diesen Umständen kann nattlrlicb nicht die abgekflrzte 
Form (23") fQr die Qleichnng (12') angewendet werden. 

Die Bedeutnag der Function x <^si' Gleichnng (22'), welche 
zar Bestimmung der 8tr9mnDgsenrTen dient, setzen wir durch 
folgende Gleichung fest*'): 

[58] worin unter dem Integralzeichen x einen constanten Werth 
behält. Daraus folgt zunächst: 



m j-^M 



1 ,..,_„ ^?:> 






Da wir nun fflr nnseran jetzt vorliegenden Zweck uns er- 
lauben durften, in den Functionen O, Pi und Pt (s. (22) nnd 



L.gl,ZLd[jvC0üglc 



Ueber LuftaohwJngnDgen in offenea RShren. 69 

(20')) , ans denen 'Pi zustunmengesetzt ist, k= zn setzen, 
so redncirt sich die Gleichung (18*) in der Nähe der Mfln- 
dnng aaf: 

d^Wi _ _ d^ 1 dWi 

dz* dg* ^ dQ ' 

nnd wir eihalten also: 



: («) ^ 



--J Y-d^ + ^\ 



de. 



(24») 



dt' 



aaB (24") und (24'') folgt, daes die Fnnction / der Bedingung 
genögt: 

(22-1 iM'^^iM'^^ü 

^ ' dq dq • . j 



und das9 in 
Car?en 



darch die 



dx dx 
Axe gelegteo Ebene die 



p X = ConBt. 
orthogonal sind zu den Curven 

"F, = Const , 
erBtere also Stromeacurven sind. 

Wenn wir in die Gleichung (24) für ^t setzen: 
(21^) ^i=0-\- Pi~~Pi, 
80 können vir auch % ähnlich zeri^llen : 

(25) Z = Zo + Z' — Z" . 



{25') 



a 

■'=J j:^"''- 
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Da sich hier redncirt auf 

= Az-\-B, 
[59] so ist 

(25") Z.=M?- 
Um die Berecbonng von x, abznkflrzen, bemerke ich FolgendeB. 
Es aei W eioe PotentialfaDction, die auf Seite der negativen 
X der Differentialgleicbnng genflgt: 

dz* dq* e dQ ' 

und feiner sei 

<-> -.=s^. 

so ist 

m.i, r'd'W . f'dl dW\ , dW 

Nnn ist P, die Potentialfiinction einer Hasse, die mit der 
coDstanten Dichtierkeit — - — auf einer KreiBSclieibe vom 

47t 

Radius R ausgebreitet ist. Die Oleicbnng (25°) erfüllen wir, 
wenn wir W zur Potentialfnnction eines soliden Cylinders 
machen, dessen Basis die kreiBförmige Röbrenmflndnng ist, 
und der von z = bis a; = -f- oo leicbt und mit Masse von 

der conatanten Dichtigkeit — — gefßllt isi Han braucht 

sieb nur den Cjliader um ein anendlich kleines Stück in der 
Richtung der positiven x verschoben zu denken nnd die nene 
Masse so wie die neue Potentialfunction von der frttberen 
abzuziehen, so erhält man das angegebene Reaultat^^). Die 
Gleiobnng (25'J kann man aber schreiben, weil ^ ^ ^ cos lo: 

dW 

-j— cos w = ^^— ■ 

dq dy 



Cylinders, die mit Masse von der Dichtigkeit — - — cos lo 
bedeckt ist, wie aicb wieder leicht ergiebt, wenn man den 
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Gytinder in Richtung der negativen y unendlich wenig ver- 
aohoben denkt. Also Uset sich x- unmittelbar ünden: 

{26)y,=— -— / dal ._..._,■ . . 

■''^0 V(3:-fl)*+(e— -ßcoB(ü)'+Ä»Bin»w 

Der Weitb, mit Hälfe elliptischer Integrale ausgedrtlckt, ist 
folgender*»); 

Auf X, COB^ 

;', sin' ^ ' 
X, sin ^ 



(26-) X, = '„• i ,.y, ;..,..„ iK- Ja) 



[60] worin gesetzt ist: 

x*= . , ,p , — i5, K, = i — x', x,sin*=±-j— -^ 



iT 



J yi-x-sin',» J 

J Vi x*Biii*((» •' 



AI? 



■R>e> 



oder in beiden Fällen: 

^B 1 — y, sin* 

" ~~i~.l + x,8inn>' 

Uebrigens ist für sin *, für coa &, wie fUr x, immer der 
paeitive Werth zu nehmen, der sich ans den obigen Formeln 
ergiebt 

Endlich ergiebt sich Xu loicht ans den bekannten Sätzen 
aber PotenUalfanctionen, die dnrch elliptische Coordinaten 
anagednicht sind. Setzen wir 

x = Rfts, 

^ = R Vi— ju* Vi + s* , 
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so ist die Pütentialfnnction Pi eioer Scheibe, auf welcher 
selbst die PoteDtialfunction coustaDt gleich \B ist^]: 

P( = — arc täDg — ■ 

Die Linien fi ^ C Bind confocale Hyperbeln nnd orthogonal 
gegen die Linien s ^ C, welche confooale Ellipsen sind. 
Da die letzteren in unserem Falle Curren gleichen Potentials 
Bind, sind die Linien ft ^ C StrOmungscnrven, und wir 
brauchen die Ortfsse qx» "^f f^' ^^^ Scheitelpunkt derselben 
in der Scheibe zn bestimmen, so mues sie denselben Werth 
in der ganzen Länge haben. 

An der Seheibe selbst wird s == 0, für sehr kleine 
Werthe von s und negative x wird: 




Um fi in den bei den elliptischen Integralen gebrauchten 
Hülfsgrössen auszudrücken, dient, wenn ^ ftlr ß^ R negativ 

genommen wird, die Gleichung"): 



l/ 2x,(l+sin^l 
^ y {14.„,)(l + x,Bin*)' 



Somit haben wir denn in den Gleichungen [25''), (26} und (27) 
die Werthe von Xm %, ind %„, und die Gleichung der Strö- 
mungscurven wird: 

e (Zo + Z. — Z") = Const. 
Soll die Strdmnngscnrre der Rohrenwand entsprechen, so 
muss sie durch den Rand der Oeffnung gehen, nnd die Con- 
Btante ist: 

/^ rff ' 
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folglich wird die Gleiohang der RöhreDwand: 

P'') e{x,+x,-x„} = i^ii;- 

Um die ROhreaform zu ertuilten, für welche die Differenz 
zwischen der irahren und redncirtea Länge verschwindet, 
mäseen wir B = D, B ^ B^V2 setzen, dann verschwindet 
aach Xn) <">^ ^i^ Gleichnng der Röhrenwand redacirt sich anf: 

Es giebt dies eine Kßhre mit ttompetenfSrmigeni, scliwach er- 
weitertem Ende. Die Eiümmung der Wand ist überall nach 
innen convex, und ihr KrUmmongsbalbmesser, der vom cylin- 
drischeu Theile an gegen die MUndnng allmählich abnimmt, 
wird am Rande der Oeffnang zaletzt unendlich klein. 

Macht man den Radius der Oeffnoiig gleich dem der 
Röhre, so näheii sich die Form der Rähre am meisten einem 
reinen C;linder. Es wird dann die Differenz zwischen der 
redncirten nnd wahren Länge der RShre, wie schon oben be- 
merkt, gleich \7tB. Da in diesem Falle die GrOsse 

(fi + C)' 
immer sehr klein bleibt, nnd also anch sin ^ für alle nicht 
zn kleinen Werthe von x, sehr klein bleibt, kann man znr 
Bereohnang der Rohrenform von x = bis x = ein 89° die 
höheren Potenzen als die erste von x, sin S- nnd als die 
zweite von -sin ^ vernachlässigen. Die so vereinfachte Glei- 
chnng für die RÖhienwand, aus der man sin i> für eine Reihe 
von Wertheu von x, leicht [62] mit Hotfe der Tafeln von 
Legenäre berechnen kann, ist^^j: 






l/2i.,(l + x,)l 

I»"" « 4V2»,(l+x,)l 

Aus den zuBammengelißn^n Werthen von x, nnd & lassen 
sich endlich x und p berechnen, deren Werthe in diesem 
Falle sind"'); 

L,gL,_._b,Coo^le , ^ 
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-R_ 2x, sinT? 
2 ~ 1 — X, ain * ' 

X 2x,C08* 



In der folgenden Tabelle bedeutet demnach 



Q —R . 



stand zwischen der Wand unserer Pfeifenform und der des 
CjlindsTB, ausgedruckt in Theilen des Kadins, nnd ebenso 



— -»den Abstand der betreffenden Stelle " 
ausgedruckt in Theilen des Radins. 



1 der Oeffnung, 







^^R 


^ 


ang. sinx, 


& 




~ R 


0° 


90" 








1° 


26° 2' 


0,0153 


0,03161 


a«* 


15° 42' 


0,0187 


0,06787 


3" 


10" 59' 


0,0197 


0,10392 


4" 


8° 14' 


0,0198 


0,13979 


5° 


6" 26' 


0,0193 


0,17556 


6° 


5° 9' 


0,0186 


0,21132 


70 


4° 13' 


0,0177 


0,24708 


8° 


3" 30' 


0,0168 


0,28291 


9° 


2" 56' 


0,0159 


0,31888 


10*^ 


2" 29' 


0,0149 


0,35496 


15" 


1" U' 40" 


0,0107 


0,53867 


20° 


0° 37' 50" 


0,0075 


0,73058 


25" 


0^21' 0" 


0,0051 


0,93502 


30" 


0°12' 0" 


0,0035 


1,15668 



In grösserei £ntfernang von der Scheibe findet man^' 



[63] Am schnellsten Ändert die Cnrre ihre Natar dicht an 
der Oeffnnng. Zwischen x, ^ und x, =" sin 1" kann man 
folgende annähemd richtige Qleichnng brauchen'*): 
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= log (—)-!+ taug »{^7t + &) — 



4Vx,8iD(4?r + ^^) 
og X, gegen ~=, nnd 

tang^ mnaa sehr gross, # nahe gleich \n: Verden, dann ist: 
= tang * -z^ , 

oder 

Q — R _ y2ii 



oder, da x auch sehr klein gegen q — It werden muss, 

is - «)■ = A««' ■ 

Ans dieser letzten Qleicbnng folgt, daas die Wandfl&che die 
verlAngerte Ebene der Oefibang an deren Bande tangirt und 
bier einen nnendlich kleinen Erflmmnngslialbniesser hat. 

§ 10. 

TonhShe von Resonatoren. 

Das Teratlgemeinerte Theorem von Green liefert uns 
weh einige allgemeine Gesetze der Schal Ibevegnng für aolche 
Hohlkörper, deren a&mmtliche Dimensionen Terschwindend 
klein gegen die Wellenlange sind, nnd die mit einer oder 
mehreren Oeffnnngen versehen sind, deren Flächeninhalt sehr 
klein gegen die ganze Oberfl&che des Hohlraumes ist. Da 
Bolche Hohlkörper mit kleinen Oeffnnngen beim Anblasen oder 
durch Resonanz sehr tiefe Töne geben, so ist die erstere Be- 
engung ftir diese ihre tiefsten Töne immer erfüllt. 

Wenn ^ das Geschwind! gkeitspotential im Innern des 
Qberall begrenzten Raomes S darstellt, der keine tönenden 
Pnnkte enthalten soll, und der Punkt a, ß, y, von welchem 
ab die Entfemnng r gerechnet wird, innerhalb des Raumes S 
liegt, so ist nach (7''): 

J r an J an \ r f 

Wenn nun alle Dimensionen des Raumes S gegen die Wellen- 
ISnge verschwindend klein sind, so können wir kr gegen 1 
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veinBchläEfligäD , so oft r, wie hier der Fall ist, die Entfer- 
nnng zweier Pnnkte, die inneTimlb S gelegen sind, bezeichnet. 
Wir setzen also: 

Bin Ar , Ä'r* 

[64] Dies, in die obige Gleichung eingertlhrt, giebt: 

Kehmen wir jetzt an, der Raum S sei von einer festen Wand 
umgeben, in der nnr eine oder einige OefToangen seien, an 

der festen Begrenzung sei überall -5—= 0, in den sämmt- 

dn 

Das VeihlLltniss der Fläche aämmtlicber OefFonngen zur ganzen 
Oberfläche des Raumes S sei ij' : 1 , und j? eine verschwindend 

kleine Grösse, so ist das Integral / -j— dw von derselben 

Ordnung kleiner Grössen wie y?. das erste Integral rechts 

" Cd^ , .... 

' t aber von der Ordnung « r ij , also zn ver- 

nachlsssigen. Lassen wir nnn h immer mehr sich der Nnll 

nahem, so mnss dabei offenbar das Integral f ^r-r— dio nnd 

also auch die Fanclion f selbst immer grösser nnd grösser 

werden. Bezeichnen wir P *¥ mit /, so würde p; eine Function 

sein, die bei abnehmendem k von constanter tirössenordnnng 

bleibt, nnd in eine Function tibergeht, welche der Diffeiential- 

gleichnng Vz = ^ in ganzer Ausdehnung des Raumes S 

genügt, und fftr welche an der ganzen Oberflache des Raumes •S' 

dv 

-;=■ ^ 0. Daraus folgt nach den bekannten Sätzen Über elek- 

an 

trische Potentialfnnctionen , dass % im ganzen Räume iS^ con- 

staut sein mflsse''^}. 

Dem entsprechend wollen wir nnn zeigen, dass, wenn 
die Dimensionen des Raumes S tlberall endlich sind, d. h. 
wenn man den Raum S nicht durch eine nnendlich kleine 
Schnittfläche in zwei Tbeile von endlicher Grösse zerlegen 
kann, dass dann ^ höchstens in unendlich kldnen Tbülen 
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des R&nmea S von der Ordnang t}* sich am endliche Theile 
Beiner Grösse von einer Constanten C nnteracheiden kSnue. 
Wenn W und seine ersten Differentialqnotienten nSmlioh, wie 
es hier sein soll, innerlialb S überall continnirlich nnd ein- 
deutig sind, so ist, wie bekannt: 

///[(sr+(f)'+(fn-"^- 

wo die dreifachen Integrale über den ganzen Raam S auszu- 
dehnen sind. BerüokBichtigt raan, daaa Ä^'f 4- V'^ = **> 
und denkt man sicli weiter beide Seiten der Gleichung mit 
einer constanten Grösse e* multiplioirt, die so gewätilt sein 
soll, dasB £* W eine endliche Grösse ist, wozn nach Gleichung 

(28) [65] e' von gleicher Ordnung mit — j- sein musa*^), so 
erhält man: ^ 

I-) ••///[(sr+(f)'+(frj-^'- 

= - '•/'^ S '•' + *• ''///•'' •" "y •" ■ 

Da nun die Integrale auf der rechten Seite dieaer Gleichung 
verschwindend klein von der Ordnung i;* sind, so ist es 
auch das dreifache Integral links. Da hier aber unter dem 
Integralzeichen eine aberall positive Grösse steht, so können 

die Werthe von £ ^— , e -;— nnd e -.— im Allgemeinen seibat 

dx dy dz 

nnr von derselben Ordnung kleiner Grössen wie i; aein, oder 
wenigstens nnr in Tbeilen dea Raumes Ä, welche seibat von 
der Ordnung ij* sind, endlich weiden. 

Nun denke man die Flächen constrnirt, welche der Glei- 
chung 

'f = Const. 
entsprechen, und für den Theil dea Baumes <S^, welcher 
zwischen zwei beliebigen solchen Flächen liegt, bilde mau 
das Integral 
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Nach dem Vorausgesagten kann dies Integral nur von der- 
selben Ordnung kleiner GrOsaen wie rj sein. Man kann nan 
die Integration so ansfthren, daas man znerat diejenigen 
Theile des Integrals zusammennimmt, welche zwischen zwei 
unendlich nahen Potential flächen liegen. Es sei d<a ein 
Flftchenelement einer solchen Fläche, in der das Potential den 
Werth W hat, dn die Entfernung zwischen doi und der 
nächsten FUche, an der der Werth des Potentiala 'P + dW 
ist, dann ist dw dn ein Element des Volumens und ss"») 



alBo 

S = ef 'd^fdio, 

wenn f „ und W, die Werthe von f an den änssersten 
Potential flächen sind , zwischen denen man integrirt. Ftlr 

jeden Werth von W ist nun / dw gleich [66] dem Flächen- 
inhalt Q desjenigen Tbeiles der betreffenden Potentialfläche, 
der innerhalb des Raumes S liegt. Also wird 

S=eJ QdW, 

worin Q als Fnnction des Werthes von W anzusehen ist. Wenn 
nun Q überall endlich ist, darf die Differenz ef^ — eW^, 
innerhalb deren die Variable sich ändert, nnr von der Ord- 
nung ^ sein, da der Werth von S von der Ordnung i; ist. 
Oder es mnss, wenn eW^ — c V, endlich ist, innerhalb dieses 
Intervalles Q von der Ordnung ij sein. Da nun nach unserer 
Voranssetznng der Raum S nicht eine solche Gestalt haben 
darf, dass man ihn durch eine unendlich kleine Schnittfläche 
in zwei Theile von endlichem Volnmen tbeilen kann, wie das 
z. B. der Fall sein würde, wenn er ans zwei dnrch ein 
röhrenförmiges Stück verbundenen Hohlränmen bestände, so 
folgt ans dem Gesagten, dass nur in unendlich kleinen Tbeilen 
desselben, nnd namentlich ancb nnr in unendlich kleinen 
Tbeilen geiner Oberfläche, der Werth von «f um eine end- 
liche Glosse von einem constanten Wertbe C abweichen könne. 
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Nach diesen Bemerkungen redacirt sieh die Gleiehnng (28) 



^„. fdW , k^G r dr , „ 



CS. 



Wenn wir nämlich die vom Punkte a, ß, y auf die Tangential- 
er n 

ebene von doi gefällte Normale « nennen, ist ^— = , 

' dn r ' 

nnd — ^r -3— dia ^ gleich dem Volumen einea Kegels, 

dessen Grnndfläche da und desaen Spitze «, ^, y ist^e). Des- 
halb ist: 



■ä/' 



an 



Setzen wir jetzt voraus, der Baum S habe eine Oeffnnng, die 
in einem nahehin ebenen Theile der Wand gelegen sei, dessen 
Ebene wir ftusaerUcb nnendlich verlängert nnd den freien Baum 
nach einer Seite begrenzend voraussetzen , wählen wir, wie 
früher, diese Ebene als Ebene der yz und verlegen den An- 
fangspunkt der Coordinaten in die Oeffnnng selbst. Nehmen 
wir ferner an, dass die Vibrationen des Eohlranmea erregt 
werden dnrch einen Schallwelle nzug, der gegen die Oeffnnng 
schlägt. Wir mHaaen nnn an der Oeffnnng den Werth von 
f so bestimmen, dass er ansäen nnd innen continniilich wird 
nnd [67] im Innern in einer gegen die Dimensionen der Oeff- 
nnng grossen Entfernung in den constanten Werth(7coa(27cnt) 
übergeht. 

Es sei k eine Grösse, welche in verschiedenen Punkten 
der Oeffnnng des Hohlraumes verschiedene Werthe hat. Wir 
setzen, indem wir die Integration über die Fläche der Oeffnnng 
aosdehnen, für den freien Raum: 

(29) V ^f !, "''•'" -'"'"'^ do, 
4- H coikx coB[2?rn() -|- J coakx sin (2vr«() . 
Dieses Geschwindigkeitspotential stellt einen Zng ebener Wellen 
dar, die, an der ^z-Ebene reSeotirt, sich in stehende ver- 
wandeln, und ein System fortschreitender Wellen, welche von 
der Oeffnung ausgehen^'). Statt der unendlich ausgedehnten 
ebenen Wellen lässt sich übrigens ebenso gnt die etwas «11- 
gemeinere Voranssetzung der Gleichung [16] hier anwenden, 
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dass nämlich die Wellen von einem weit von der Oeffnnng 
entfernten tOnenden Punkte «asgehen, dann bekommen sie, 
wie dort gezeigt, dicht vor der Oeffnnng die In (29) ange- 
nommene Form. 

An der y2-Ebene ist ansserbalb der Oeffnang — — = 0, 
in der Oeffhnng'«): _^ ^^ 

[29*) ^= — 27rÄeos(2frM() 

nnd annähernd: 

(29*')¥=fy— rfw + s|c03[2?i:M;)+rÄyÄ(;M+/lsin(27C«i). 

Innerhalb des Banmes S selzen wir dagegen : 

(29^) y = [c _y*i^2i*!: d J eo8(2 /r »0 • 

Dann ist in der Oeffnnng: 

dx 



-r- 



auch die von 'F ans (20'') nnd (29") identisch seien, mnsa sein: 

(29') J + kfhd(a = 0, 

(29») C— H=2f^^ ■ 

[68] &s mnsB also die Grösse h i^r die einzelnen Putilcte der 
Oelfnnng so bestimmt werden, dass ihre Potentialfnnotion 
innerhalb der Oeffnnng conatant wird. Die Bedingung end- 

dW 
lieb, dass —r- ^ ist Iftnga der Oberfläche von 'S mit Ans- 

' dn 

nähme der Mflndnng, wird durch die Gleichnng (29°) erfollt, 
wenn die Wand, in der die Oeffnnng sich befindet, so weit 
merklich eben ist, als das Potential von A nicht gegen C ver- 
schwindet. 
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Endlich wird fOr diesen Fall die Gleichung (28") ^^) : 
(29") 2 7tfhdo) = k'CS. 
Ans (29') und (29") folgt: 

Nennen wir nun M die Masae, welche nOthig iat, um, auf 
der Fl&che det Oefinnng paBsend Tertheilt, in dieser die Po- 
tentialfnnotion eonatant gleich 1 zu machen, ho ist 

(29") fkdo} = \{C— H)M, 

da die Dichtigkeit h naeh (29») den Potentialwerth \[C~ H) 
hervorbringt. Wir haben also nach (29*) : 

(29') J + ^k{C — H] M = a . 
Das Uaximum dee Potentials der stehenden Wellen im freien 
Ranme ist VS* + /*, das Maximum in dem Hohlkörper S 

ist C. Aus (29') und [29') folgt: 

Dieses Verhältniss erreicht seinen Minimalwertb, die Resonanz 
wird also am stärksten, wenn das erste der beiden Quadrate, 
gegen welches im Allgemeinen das zweite verschwindend klein 
iat, gleich Nnll wird. Die Bedingung fflr das Maximum der 
Resonanz Ist also: 

(30) 7tM=k^S, 

oder wenn wir statt k seinen Werth setzen, durch die Schwin- 
gnngazahl » nnd die Schallgeschwindigkeit a ausgedrückt, 

(3.) 4 = ^, 
[69] so ist: 

I-) »--IS- 

Ist die Oefitanng kreisförmig, so ist (s. (23'') nnd [23°]): 

Oitwild'i Eluiikn. 80. 6 
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oder, wenn wir die FlSche der Oefihnng mit s bezeichnen: 

_ afs 

Wenn wir fflr die Schallgeschwindigkeit den Werth 332260°"" 
(entsprechend 0° und trockner Lnft) nehmen, so wird 

n= 56174-!^, 

Vs' 

während Sondhauss ans seinen Versnchen fflr n die empiriBche 
Formel für kreisförmige nnd quadratische Oeffnnngen herleitet: 

n = 52400 -^ , 

worin nnr der von Sondkauss gegebene Zahlencoefficient 
halbirt ist, weil Sondhauss nach der Art der französiechen 
Physiker die SchwingungBzahlen der Töne doppelt so hoch 
nimmt, als es nach unserer Bezeichnnngsweise geschieht. 

Noch besser stimmt die Berecbnnng für einige Versuche 
von Wertfieim, bei denen das Verhältniss der Oeffnnng znm 
Volamen des Hohlkörpers noch kleiner ist, als bei den Ver- 
suchen von Sondhauss. Ich habe ans den Versuchen, welche 
er mit drei verschiedenen Glaskugeln angestellt hat*), deren 
Volumen durch Eingiessen von Wasser verkleinert wurde, 
diejenigen nach der theoretiBchen Formel berechnet, bei wel- 
chen der Durchmesser der Oeffnnng weniger als ^ des 
Darchmesseis einer Engel war, deren Volumen dem des 
HoblranmeB gleich ist, nnd setze die Zahlen hierher, nm zu 
zeigen, wie gnt die theoretische Formel mit den Versnchen 
tberein stimmt. 



B Chimie et de Physique, S6r. 3, Tome XXXI, 
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m 





Dnrch- 


Volumen 


2 








measer 


dee Uohl- 






A 




der 


lanmes in 


be- 


be- 




OeffnuD^, 


Cnb-Centm 


obachtet 


rechnet 




Erste KogeL 


20"™ 


6528 


184,2 


193,1 


0,020 


Volnmen 6528"". 




5712 


206,4 


206,4 


0,000 


Temperatur 24°. 




4896 


218,8 


222,9 


0,008 


= 346550. 




4080 


232,9 


244,2 


0,021 




lO"" 


2030 


234,8 


242,3 


0,013 






1827 


262,6 


255,5 


—0,012 






1624 


283,1 


270,9 


—0,022 


Zweite Eugsl. 




1421 


300,5 


290,3 


—0,015 


Volumen 2030". 




1218 


320,0 


312,9 


-0,010 


Temperator 18". 




1015 


345,0" 


342,7 


—0,003 


» = 343030. 




812 


372,6 


383,2 


+0,008 






609 


416,3 


442,5 


0,026 




15"» 


2030 


286,0 


296,8 


0,016 






1827 


298,7 


322,8 


0,020 




e-" 


715 


328,2 


317,4 


—0,015 






615 


340,4 


342,2 


+0,002 






515 


373,7 


374,0 


0,000 


Dritte Engel. 
Volnmen 715«. 




415 
315 


416,3 
481,2 


416,6 
478,2 


0,000 
—0,003 


Temperatur 20°. 
0=344210. 




215 
115 


581,8 
766,5 


578,8 
791,4 


—0,002 
+0,014 




lO»" 


715 


364,4 


409,7 


0,028 






615 


411,6 


441,8 


0,031 



Zur Erleichtern ng der Vergleichnng Bind in der letzten 
Babrik unter A die Logarithmen des berechneten n, diridirt 
äarch das beobachtete n, hinzngefllgt. Der Lf^arithmna des 
halben Tones |^ beträgt 0,028. Die Werthe von A zeigen, 
daBB nnr bei den Terhaituisambaig ear Oefitanng kleineren 
Werthen dea VolnmenB die Differenz zwischen Rechnung und 
Beobachtung sich einem halben Tone nShert 



LdbvCoogIc 



84 H, HelmholtE. 

Fttr Ellipeen von der ExcoDtricität e und der großen 
Axe B ist dio Maase 3f, welche, auf der Fläche passend 
vertheilt, in dieser das constante [71] Potential 1 giebt*), 

worin K, das ganze elliptische Integral erster Osttnng für 
den Modn! i bezeichnet^"). Es wird also nach [30') fflr Hohl- 
i&nme mit einer elliptischen Oeffnung: 

" ~ AnKS' 
oder wenn man den Fläobeninhalt s der elliptischen Oeffnung 
einfuhrt und setzt: 

£, z= Vi _ e* , 

so wird: 



= V= 



Der Werth von «' iat also von dem für eine kreisförmige 

Oefitanng gflltigen dorch den Factor = verschieden, nnd 

da dieser Factor grösser ist als t, so wird der Ton einer 
elliptischen Oeffnung von gleicher Flftche etwas hOher als der 
einer kreisförmigen. 

Hat der Hohlraum noch eine zweite Oeffnnng, die eben- 
falls in einem nahehin ebenen Theile der Wand liegt, so setze 
man für den äasseren vor ihr liegenden Raum: 
coa(A»- — 27tnt -\- t) 



^=A' 



^düj, 



in dem ihr benachbarten Theile des inneren Raumes 
+ kfh^dw■Bia[2Jcnt — t} . 



1. Ciatuiut in Poggmdorff't Annalen LXXXVI, 8- löl. 
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Ea Bind, wie vorher, an der OefTnang die Werthe von -j— 
abereinstimmend, die Wertbe von f werden: 

ip =y ^i^ . co8(2 7Cnt~T} + kfh^ da, sin (2 JT»( — t) , 

W=\c^—f-^-^^coB{27^:nt—z]+kfA,do>sm{i7l:nt—T]. 

Eb mnas also sein^'): 

<;, = 2/^, 

[72] nnd setzen wir, wie bei der ersten Oefibung in [29^]: 
fh^dlO = ^C^M,, 

so wird in den von der Oeffnung entfernteren Stellen des 
inneren Kanmes: 

f = C,cos[27rn(— i) + ^&C^M^Bm{27tnt ~ z). 
Dies rnnss aber gleich werden dem früher festgesetzten 
Werthe von W im Innern der Eagel: 

'P = Ciioa{27tne). 
Daraus folgt, daas 

CJcoar — ^ÄJtf, sini] =C, 
sin T + ^kSf, cos T ^ . 
Ana der zweiten Gleicbong folgt, daaa r sehr klein ist, nnd 
demgem&BS aus der ersten, dass mit Vernachl&saignng kleiner 
Gröasen 

Nun wird ana Gleichnng (28") : 

y^rfw = Ijtfhdio + tjcfk^dü} = U'CS 

oder; 

[31) nM{C—H] + nM^C = k*CS; 
dazu »^) : 

(31) —^5 -j-^5 +-^-^. 
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Damit — j^ ein Minimnm werde, and die stärkste 

Resonanz eintrete, setzen wir 

durch welclie Gleiclmiig die TonliOhe der stärksten Resonanz 
bestimmt ist, wie es in (30) ftlr eine Oeffanng geschehen 
war. Diese Gleichung stimmt, wenn die Oeffnungen geometrisch 
ahnlich sind, mit dem von Sondhauss ans den Yersnchen 
abgeleiteten Gesetze. Sind beide Oeffnnngen congruent, so 
verhält sich die Schwingungszahl des Körpers zn der desselben 
Körpers mit einer Oeffnnng, wie V2:l. Der Ton ist also 
im ersten Falle um eine verminderte Qninte höher iJs im 
zweiten Falle, was genau mit einigen Versnchen von Sond- 
hauss*) übereinstimmt. 

Heidelberg, im Harz 1859. 
*) Foggendorfs Annalen LXXXI, S. 366. 
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Die vorliegende Arbeit des groaaen ForecherE, dessen vis- 
aenflchafUiohe VerdieDste in Heft 79 der Etassiker (8. 50 n. ff.] 
knrz skizziit sind, bietet sowohl in matbematiscber als in 
pbysikaliscber Hinsicht ein herrorragendes Interesse dar. In 
ersterer Beziehnng liegt ihre Bedentnng tot Allem in der 
Uebertragnng der wichtigsten Sfttze der Potentialtheorie anf 
3oIche Functionen, welche der Differentialgleiohnng 

gentigen. Die dadnrch gewonnenen allgemeinen Sfitze sind 
nieht nnr wegen des Nnteens, den sie für die Bebandlnng 
speeieller aknstischer Probleme gewähren, Ton Wicbtigkdt; 
dieselben bilden auch die Orandlage fttr eine exacte Formu- 
lirnng des sogenannten flMweMi'soben Princips, wie sie nener- 
dingB u. A. Ton G. Kirchhof [Sitzangsberichte d. Berliner 
Akadem. 1882, 641 — 669) entwickelt ist. Erwähnt Helm- 
koltz ancb den Namen jenes Princips nicht, so leitet er 
dasselbe doch implioite ab. Keben den erwähnten Sätzen wird 
den Mathematiker die Art der Fragestellnng bei dem apeciellen 
Problem der Luftsehwingungen in Röhren interessiren, femer 
die UntersQcbung besonderer Rdhrenformen , wie sie in den 
§§ 8 und 9 dnrchgefahrt ist, eine ünterBOchnng , die sich 
auf die feinsten Uülfsmittel der Analysis stutzt. 

PbysikaUsch wichtig ist in unserer Arbeit, dass es Helm- ■ 
holte gelungen ist, die Widersprüche der älteren Theorie mit 
der Erfahrung zu beseitigen, und zwar nioht, wie es vor ihm 
versucht war, durch irgend welche Hfllfshypothesen tlber den 
Zustand der Luft am offenen Ende der ROhre, sondern da- 
durch, dass er den Innenranm der Röhre nnd den äusseren 
Luftraum als einen zusammenbängenden Raum behandelte. 
Durch diese neue Passung der Aufgabe gelang es ihm, eine 
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Beziehung zq ermitteln zwischen den ebenen Wellen im Innern 
der Röhre nnd den Engelwellen , welche durch dieselben im 
äusseren Ranme enegt verden. Dieses hochbedentsame Re- 
sultat ennJiglichte es, eine Anzahl von Fragen za beantworten, 
ttber welche die frtthere Theorie keine Auskunft zu geben 
vermochte, z. B. Über die Phasen und die Stärke der Besonanz, 
wenn die Röhre durch äussere tönende Körper zum Tönen 
gebracht wird. Endlich vermochte Helmkoltz eine Aufgabe 
zn lösen, die bis dahin der theoretischen Behandlung nnzu- 
g&nglich gewesen war, die Aufgabe nämlich, die Höhe der 
Töne stärkster Resonanz bei solchen Hohlräumen zu bestim- 
men, welche nur eine oder wenige enge Oeffunngen haben. 
Diese Theorie der Resonatoi-en oder, wie Kirchhoff sie nennt, 
kubischen Pfeifen bildet den Inhalt des letzten Paragraphen. 

Das gesagte wird hinreichen, um die Aufnahme der wich- 
tigen Arbeit in die Sammlung der Klassiker gerechtfertigt er- 
Boheinen «u lassen. Dem Neudruck ist das Original, Crelle- 
BorcAardi'a Journal für die reine und angewandte Mathematik 
Band 57, 8. 1 — 72 (1860), zu Grnude gelegt. Doch sind die 
Aendernngen, die der Abdruck der Arbeit in Helmkoltz' »WiB- 
senschaftl. Abhandlungen- Band I, S.303 — 382 (Leipzig, 1882] 
enthält, mit berQokaichtigt. Inabesondere sind diesem Abdruek 
die im Original fehlenden Ueb er Schriften der einzelnen Para- 
graphen entnommen, lieber einige Aenderungen in den For- 
meln, die sonst nooh erforderlich waren, geben die folgenden 
Noten Auskunft. Diese Noten enthalten ausserdem Erläuterun- 
gen verschiedener Stellen sowie die Durchführung schwierigerer 
Rechnungen, von denen im Test nur die Resultate angegeben 
sind. Nothwendig zum Verständniss der Abhandlung ist die 
Bekanntschaft mit den Grund gl eichungeu der Hydrodynamik 
und ihrer Anwendung auf die Schallbewegung, ferner eine 
Kenntniss der Sätze der Potentialtheoiie, insbesondere der 
Untersuchungen von Green, die in Heft 6 1 der Klassiker ab- 
gedruckt sind. Auch die Theorie der elliptischen Integrale 
wird an mehreren Stellen benutzt. 

Zum Schlüsse sei erwähnt, dass Helmkoltz vor dem Druck 
der Originalarbeit einen Auszog aus derselben in den iHeideU 
berger JahrhOchern der Litteratnrt, 52. Jahrg., 1859, 8. 354 
— 357, veröffentlicht hat; vergl, auch: Helmkoltz, Wissen- 
aobaftl. Abhandlungen Band III (1895), S. 16—20. 
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ADmerkungen. 89 

1) Zu S. S und 17. .Der Name >äeschwlndigkeitBpo> 
tential* ist von Helmholiz in seiner Arbeit Aber die Wirbel- 
bewegnngen (vgl. Heft 79 der Klasaiker, 3. 3 und 55) ein- 
gefOhrt, während der Begriff scbon bei Lagrange rorliommt. 

Das 8. 8 unten citirte Theorem von Green ist der Satz 
S. 24 in Heft 6i der Klasailter. 

2} Zu S. 11. Die folgende Formet ist im Original wie in 
den iWisaenschaftl. Abhandlnogen« unrichtig abgedmokt. 

3] Zu S. 14. In einer späteren Arbeit (Verhandlungen 
des natnrhiatorisch-medlcinischen Vereins zn Heidelberg, Band 
lU, 1863; WiBsenschaftl. Abhandlungen, Band I, S. 383—387) 
hat Helmholtz gezeigt, daas die üeberein Stimmung der theo- 
retischen Formeln mit den Versuchen Zamminer'i eine bessere 
wird, wenn man die Reibnng der Luft mit in Eetsbnung zieht. 

3") Zu S. 15. Hier steht im Original fälschlich ikleiner^ 
statt igrOssert. Dass >grösser< richtig ist, ergiebt sich aas 
8. 84 des Textes, wenigstens wenn die elliptische Oefibnng 
gleiche Fläche mit der kreisförmigen hat. 

4] Zu S. 16. Ueber die Ableitung der hydrodynamischen 
Gleichungen (l) (der sogenannten £u^£r'schen Gleichnngeuj , 
sowie der Gleichung (1") vgl, Poisson'a Mechanik, Theil 
II, Buch VI, Cap. II. — Dass für die Schallbewegnng die 
Gleichung (I') an Stelle des J/ari'oWe'schen Gesetzea treten 
musB, ist zuerst von Laplace gezeigt, vgl. H^an. Celeste, 
Vol. V, Livr. XII, Chap. HI. 

5) Zu S. 17. Während in (1^) A, im Allgemeinen noch 
eine Function von t sein konnte, wird hier, wie im Folgen- 
den, ^g als constant angesehen. — Die weiter benutzte Ver- 
nachlässigung, bei der schon die Quadrate von t|, -r— , -i- 

etc, sowie die Producte je zweier dieäor Grössen vernach- 
lässigt werden, ist in der Theorie der Schallbewegung allge- 
mein gebtänchlich. Nur in einer Arbeit von JRietnann (OOtting. 
Abh. 1860, Riemann's Mathematische Werke, S. 145) wird 
von dieser Annahme abgesehen. 

6) Zu S. IS. Betreffs der Gleichung (2*') ist Folgendes 
zn bemerken. Setzt man den Ausdruck (2^) fflr O in (2) ein, 

ao erhftlt man für -r— den Ausdruck 
ät 
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90 Anmerkungen. 

wo q' und q" von t nnabli&ngig siod, Dämlich 

Integrirt man Gleichnng {a) nach ^, so folgt: 

iy) 2^-P = — ?"C08 (27r«i) + q' Bin [2yrn() + q, , 

wo ^D nur TOD x, y, z abhängt. Aua Gleichung [1^), deren 
rechte Seite kein von t nnabhängigea additives Glied enthält, 

2g. 
folgt dann, dsss auch l) das von ( uDabhängige Glied — 

enthalten mflaste. Das wttide heissen: F4r den betrachteten 
Raum ist von vom herein eine gegebene, von Punkt zu Punkt 
veränderliche Verdichtung vorhanden. Ist, wie hier atill- 
acbweigend vorausgesetzt vrird, Letzteres nicht der Fall, so 
verschwindet der von t unabhängige Theil von ^, d. h. es ist 
q^ = 0, und damit geht die vorstehende Gleichung (y) in die 
Gleichung (2^j des Testes Ober; femer ist {ß) mit der ersten 
Gleichung (3) des Testes Identisch, sobald man die Bezeich- 
nung k ans (3"] einführt. Gleichung (3^) stellt die bekannte, 
fflr jede Wellenbevregnng gültige Relation dar. 

7} Zu S. 20. Im Original steht irrthDmlich (2> statt ^. 

1") Zu S. 21. Die Gleichungen (4<), [4«) und (4«) geben 

y^ = für Ä = 0, falls die Factoten A und Ä nicht j pro- 



^ ^ einen andern constanten Werth als Null. 

Der 3. 21 gemachte üebergang von Summen zu Integra- 
len ist derselbe wie in der Potentialtheorie und lässt sich 
ebenso begründen. 

8} Zu S. 22 und 23. Es kommt hier die bekannte, zu- 
erst von Poisson abgeleitete Eigenschaft des Potentials 'P in 
fietraeht, dasa innerhalb des mit Masse von der Dichtigkeit h 
erfnilten Raumes 

ytp=:_4rFA 

ist, während fllr discrete Massenpnnkte V ^ 'i ^^^ Massen- 
punkten seinen Sinn verliert. ■ 

$■] Zu S. 23. Im Original steht ^Isohlicb Gleichung (4) 

statt (3). 
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9) Zu S. 24. Der Werth von 

ergiebt sich namittelbai aus den Qleiohnngen (4^) S. 19, ver- 

bnnden mit den entsprechenden AnsdrQckeD für ~r-^ etc., 

falls man die rechten Seiten nach Potenzen von r entwickelt 
nnd die positiven Potenzen von r, die für r ^ verschwin- 
den, fortläBst. 

9") Zu S. 24. Im Original steht irrthttmlich x — a, 
y — ß, z — Y statt a — x, ß — y, y — z. 

10) Zu S. 24. Es handelt sich in § 3 darnm, za be- 
weisen, dass die dnrch (5) definirte Function ^ der Gleichnng 
(3) genflgt, welche Gleichung das Analogon der Poisson'schen 
Gleichnng der Potentialtheorie darstellt. Zu dem Zwecke wird 
zunächst der betrachtete Ranm dnrch eine kleine, den Punkt 
X, y, z nmschli essen de Engel in zwei Thelle S„ , S, getheilt ; 
und da für den Ranm S, der Punkt x, y, z ein änsserer, mithin 

ißt, 30 ist nur der Werth von SJ^^^ + ä*'Pj zu eimitteln, 
wo 'Fg' das auf der rechten Seite von (5) stehende, aber nur 
ttber S^ zu erstreckende Integral ist. Um den in Rede stehen- 
den Werth zu finden, wird 'Pg als Summe der Integrale V 
und W" [8. 24) dargestellt, f" ist aber ein gewöhnliches 
Raumpotential, also auch innerhalb der wirkenden Masse, d. h. 
innerhalb S,,, endlich, nnd zugleich ist dort 

Ferner wird Ä*'F"^0, wenn man den Radius der Ab- 
Bchliessungskngel immer kleiner weiden lässt. Es bleibt da- 
her nur noch der Theil f" za untersuchen. Nun ist/^ für 
alle endlichen Werthe von r endlich (und verschwindet für 
r = ü). Daher ist auch das Integral f ' endlich nnd ver- 
schwindet, wenn man den Radius der Abschliesaungskuget 
immer mehr verkleinert. Femer ist 

y^f =fffq„,ß,,y^[/r)d<xdltd, = 

"° ''-dadßdy; 



"W- 
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92 Änmerkaugeii. 

d, h. Vai^' •■*' die Form eines Rsumpotentials, bleibt also 
innerhalb dee lutegrationsgebietea S^ überall endlich und wird 
mit abnehmendem Eadina von A'g immer kleiner and kleiner. 
U) ZuS.25. In den iWisaenschaftl. Abhandlungen« ist die 
Ueberschrift von § 4 dieselbe wie die von § 3. Statt dessen 
schien es zweckmässiger, »Gesetz der Flachendichtigkeit* zn 
setzen. Denn während in § 3 das Änalogon der Poisaon- 
schen Gleichnng fOr das Ranmpotential abgeleitet ist, handelt 
es sich hier nm das Analogon der charakteristischen Eigen- 
schaft des Flächenpotentials und weiterhin nm die Anwendung 
des GVeen'schen Satzes auf Geschwindigkeitspotentiale. 

12} Zu S. 26. Der hier benutzte Ausdruck fUr -f^ ist 

wieder nicht der vollständige Werth dieser Ordsse, sondern 
wird aus letzterem erhalten, wenn man cos {&r) und sin {kr} 
nach Potenzen von r entwickelt und die positiven Potenzen 
von r fortUsst, 

df' X a 

Dass -^ endlich ist, folgt unmittelbar daraus, dass 

ein echter Bruch ist. Die discontinuirliche Aendemng dieses 
Bruches ergiebt sich daraus, dass für zwei Punkte x, y, z anf 
entgegengesetzten Seiten der Fläche die Differenz x — a ent- 
gegengesetztes Zeichen hat, während r stets positiv ist. Gebt 

man z. B. parallel der x-Ase dnrch die Fläche, so hat 

anf der einen Seite den Werth -\- 1 , auf der anderen den 
Werth — 1, wie nahe man auch der Fläche kommen mag. — 



wesenllich, weil die Fläche ß,, , ober die man integriren muss, 

dWa 
um — j— zu erhalten, beliebig klein angenommen werden kann ; 

und mit der Verkleinerung dieser Fläche wird anch das In- 

dl" 
tegral ~j-^ beliebig klein, da die zu integrirende Function 

endlich ist. Daraus folgt, dass die ersten Ableitungen von W 
beim Durchgang dnrch die Fläche dieselben Aenderungen er- 
leiden wie die ersten Ableitungen von f", und die letztge- 
nannten Aenderungen sind ans der Potentialtheorie bekannt. 
13) Zu S. 27. üeber den Satz von Green vgl. Heft 61 
der Eiaasiker, 8. 24. 
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AnmerkuDgen. 93 

In der letzten Zeile vor (7*) steht im Original: >nach 
Oleiehnng (3), (5) nnd (7)*. Gleichung (5) aber kommt gar 
nicht in Betracht. 

14) Zu S. 28. Vgl. Heft 61 der KlaBsiker, S. 27—28. 

Zur Erleichternng des Verständnisses wird es zweckmftsaig 
sein, die wichtigen Gleichongen (7*) nnd (7^) direct zn be- 
weisen. Auf die Fancticn 

81 = ^ »'"'*'•' 

T 

kann man die Gleichung [Tj nicht nnmittelbar anwenden, weil 
fl) und V*** '" einem Punkte des iDtegrationsraumes S un- 
endlich werden, nämlich in dem Punkte a, ß, y, von dem aus 
r gerechnet wird, um die Anwendnng von (7) doch zn er- 
möglichen, schliessen wir ans dem In tegrations gebiete S das 
Innere einer kleinen, um a, ß, y mit dem Radios d beschrie- 
benen Engel aus uud nennen den übrig gebliebenen B&nm 
.S*, . Im Räume S^ ist lü tiberall coutinuirlich und endlich, 
auf S^ können wir daher Gleichung (7) ohne Weiteres an- 
wenden. Zugleich ist^in Sf 

V<P + **<& = 0. 

Ferner sind die in (7) anftretenden Oberflächeniutegrale jetzt 
aber die Oberfläche von S, zu erstrecken. Diese besteht aus 
zwei Theilen: 1) der Oberfläche von S, die wir O nennen 
wollen, 2] der Oberfläche der Engel d. Dem entsprechend 
zerteilt jedes der FlächenlDtegrale in zwei, und die Gleichung 
(7} lautet, wenn wir das Integrationsgebiet durch einen dem 
Integralzeichen angehängten Index bezeichnen: 



{■>'} 



rcoBkrdW , f cosÄrrf'F , 

Jo r an J d r an 

-fJL- 



Drtlckt man das Flächenelement der Engel ö durch Polai- 
coordinaten aus: 

dot = d* sin 9-d^dfp 
uud beachtet, dass an der Kngelääcbe r = ä ist nnd n, die 
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92 Anmerknngen. 

d. h. S7a>^' hat die Form eines ' _..■'* 

innerhalb des Integrationsgebl' ' 

mit abnehmendem Eadina ■ y^l Ma\n&d-9-dfp 

11) ZuS.25. In den '//rfr=i 

Ueberaehrift von § 4 fl' ■' 

schien es zweckmäsai' y//- 

setzen. Denn währt "" 

sehen Gleichung £«■ ..M s»9d^d(p 

es sich hier am ■ / W' -*' 

Schaft des Fläch' ' ^ 

des GVeew'schei ^jtir* t3 8i n(ii:3) + e03 (A<5) 

wieder nich / A'' 

wird ans 1 ,, « , // a,i r 

nach Potf ., . .^' »in (*^ + ''"^ (*^'J *'• ' 



■ fo ■ ■ J/^' ■"■■ 

Da- ./^ '^''' ^ - i"^* «F sin 9d»drp . 



^ »**t6^ erstreckte dreifache Integral 
ß'""'" ^P^ '^ *^ iber S, vermindert um das Ober 

entf ^grf ^ -"^l 3 erstreckte Integral 
sc.' \Zi^0 ( •** 
n. ^*^'' .- *».^'"\yf + ry)darrfj/(f«. 

^»»l<'-'h<'' Polarcoordinaten wird das letz- 

■*' S 

■ ^« c».*>.'r./] (VP + Ä^l*) cos (Ar)rrfr ; 

W«>h. >las8 J, endlich ist. 
^ writt'header Ausdrucke 

. ;,Güo^le 



Anmerknngen. 95 

Die Gleiohnng (7") gilt für jeden Werft von 6 und bleibt 
bestehen, wenn man d beliebig verkleinert. Wird schliesslich 
5^0, so verschwindet das Integral /, , vorausgesetzt, dass 
^ und S7'P in der N&he des Punktes a, ß, y endlich sind. 
Ebenso wird 6 cos [kS] / ^ für d = 0. Endlich ist 

lim^^o''; = ^7t^a- 
Denn fflr d > ist 






sin *rf*rff/. = 4^(1^, 



wo (V) einen Hittelwerth derjenigen Werthe bezeichnet, welche 
f an der EngelflScho & annimmt. Für d = reduoirt sich 
die Engelflacbe auf den Pnnkt a,ß,y, der Mittelwerth (fj 
daher auf den Werth, den 'F in a, ß, y annimmt, d. h. anf 
f „. Somit folgt ans (7") fBr d = : 






1JO dtt\ r f " 

f COB kr d'P , , fffooaKr,^,,^ , ,,. 



■T)dxdydz, 



und diese Gleichung ist mit (7°) identisch. (7^), die unr ein 
specieller Fall von (7°) ist, enthAlt eine Vorallgemeinening 
des Huyffem'sobeo Prinoips. 

15) Zu S. 29. Das hier tlber die Doppelschicht Gesagte 
ist nar unter der Voraussetzung conect, dass die mittlere 
Krtimmang der FIScbe an dem Elemente dw verschwindet. 
Ist diese Voraussetzung nicht erfllllt, so bedürfen die Angaben 
des Textes einer kleinen Modification, die im Folgenden ent- 
wickelt werden soll. 

Wir denken uns in allen Pnnkten der Oberfläche O von S 
die Normalen gezogen nnd tragen auf allen nach aussen nnd 
innen die Strecke ^e ab. Die Endpunkte der Süsseren Nor- 
malen mögen die Fläche 0', die der inneren die Fläche 0" 
bilden. (Für ein constantes g sind O' und 0" Parallel-Flachen 
von O.] Sind diit, da)', dw" entsprechende Elemente der drei 
Flächen, d. h, wird rfw', resp. du/" aas 0', resp. O" durch die 
im Umfang von d<o errichteten Normalen ausgeschnitten, so ist 

doi' = dw{l + 7i), dia" = dw (1 — i;) , i; = Je /-^ + -^1 , 

falls S und B^ die Hanptkmmmnnpradien von an dem 
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Elemente da bezeichnen. Nnn denke man die FUolie O' mit 

1 (ff 
Masse von der Dichtiirkeit , die Fliehe 0" mit 

E 1 +1;' 
l f 

solcher von der Dichtigkeit beleet, so dass anf den 

e \ — 71 
Elemeaten da', du" gleiche Massen, doch von entgegenge- 
setztem Vorzeichen, ansgebreitet sind; man nenne fenier r', 
lesp. r" die Entfernung eines Pnnktes x, y, z von doj', resp. 
ddi". Dann ist das Potential der FUche 0': 

_ n J^d„' «« 'f ■■') ^ _ p Vau, ■"' '*••'' , 

J s l -{-r] r Je r' 

das der Fläche 0" dagegen: 



J s 1 — 15 r Je 



'Fdiü- 



Mithin ist das Potential der anf den beiden Flächen 0', 
ans^breiteten Massen: 

f !: r£2ii^£!!l cos (^r') l , 



/-i[- 



TTm das Potential der Doppelschicht zn erhalten, mttssen wir 
zur Grenze £ = flbet^ehen. Ist nnn r die Entfernung des 
Pnnktes x, y, z von dia, f{r) eine beliebige Function von r, 
so ist 

ii„ /(O -/IQ .»(') 

*=■" c dn ' 

falls n die innere Normale von Ist. Daher ist das Poten- 
tial der Doppelsehioht: 

\^ Zu S. 29. Das Potential einer gleichmftSBig mit Ei^ 
regnngsp unkten belegten Kugelfläche vom Radius B, ist fOr 
einen im Abstände q vom Kugelmittelpnnkte gelegenen Punkt: 

wo 

r« = Ä* 4- g* — 2 jRp cos #, 

ist, während q die constante Dichtigkeit der Engelbelegang 
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bezeichnet. Liegt der betrachtete Punkt im Innern der Kngel, 
iet also q <C R, 30 giebt die AnsfflhniDg der Integration: 

jp AiiqRsm [A^)coB {kR} 

Andererseits ist daa Potential H'^ eines von zwei concentriscben- 
Kngeln mit den Radien R, fi, [R, > R] begrenzten Raumes 
von der Dichtigkeit l für denselben Punkt q: 

r* = p* + p, — 2 p p, cos ^, . 
Dnrch Ansftthrung der Integration folgt: 

^^^sJn(Ae)^ 

kR^ Bin(;£.R,) + cos (kR,) —kR%m {kB) —cos [kR] 



Die Vergleichnng von IF und f, zeigt, dass man im Allge- 
meinen q atets so bestimmen kann, dass für alle Punkte im 
Innern der Kngei R ^ =^'^ wird, d. h. dass man die Wii- 
kang des von den coDcentriscben Kugeln begrenzten Raumes 
fOr alle im Hohlraum gelegenen Punkte dnrch eine Ober- 
flftohenbelegnng ersetzen kann. Eine Änsnahme bilden jedoch 
die Werthe von k, für die cos [kR] verschwindet. 

17) Zu S. 31. Betreffs der Ableitung dieser Formel vgl. 
Poisson's Mechanik, Band 11, Bncb VI, Cap. II, § 659. 

18) Zu S. 32. Die Worte >die3elbe Betrachtung* könnten 
vielleicht Anföngern Sohwierigfceiten bereiten. Gemeint ist, 
dass das Vorhandensein fester Körper in endlicher Entfernnng 
das vorhergehende Resultat nur in so fern modificirt, als % 
und c andre Functionen von w nnd & werden, während die 
Form von f nngeändert bleibt. Begründet wird das damit, 
dass man das Vorhandensein solcher Körper durch Annahme 
gewisser Eiräfte, d. h. durch Annahme neuer Erreg an gspunkte 
ersetzen kann. — Dass an der Oberfläche eines festen Kör- 
pers äie zu jener Fläche senkrechte Geschwindigkeitscompo- 
nente verschwindet, ist ans der Hydrodynamik' bekannt. 

19) Zu S. 33,\ 40 tmd 56. Vgl. anch hierüber Poisson'a 
Mechanik, Theil II, § 663. — Daaa hier und auch sp&terhin 

Oitmid'i Klwiikoi. Bd. 7 
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9S AnmetkuoKen. 

Öfter derselbe Bacbstabe n zur BezeicbnnDg der Sehwingnngs- 
zahl und zugleich znr Bezeichnang der Normale gebranoht ist, 
wird das Verständniss nicht BtOreo. 

20] Zu S. 34 und 33. Beaelueibt man nm die beiden 
Punkte a, b kleine Engeln and schlieast das Innere derselben 
Ton dem IntegiationBranme aus, so kann man auf den ttbrig 
bleibenden Raum unmittelbar die Gleichung [1^] anwenden. 
Die aber die Oberflächen der Absohliessangskngeln erstreckten 
Integrale ergeben dabei die rechte Seite der Gleichung (9), 
doch mit entgegengesetztem Zeichen. Die Ableitung ist der 
in Anmerknng 14 S. 93 entwickelten ganz analog. 

Bei der Ableitung der Gleichung (9°) [8. 35 unten] hat 
man nnr den Punkt b mit einer kleinen Kngel zu nmgeben, 
nicht aber das Fläcbenetement da, da f nirgends unend- 
lich wird. Daher ^It das auf der rechten Seite von (9) 
stehende Qlied — iiiAOaiiOi{27rnt] jetzt fort. Femer ist 
zu beachten: Während die Integrale anf der linken Seite von 
(9), über die Oberfläche der festen EOrper erstreckt, vorher 
Nnll ergaben, ist das jetzt bei dem zweiten dieser Integrale 

nicht mehr der Fall, da — ;— an dem Kiemente da nicht rer- 

dn 
schwindet; allerdings redncirt sich das in Rede stehende In- 
tegral auf ein Element. Demnach tritt an Stelle der Gleichung 
(9) zunächst folgende: 



(9') j 



yV^rfw —j'o — dbj — fl>„B cos {2itnt)da 



= 47r^y(,coB(2^n0t 



wobei die Integrale anf der linken Seite von (9'j nur Ober 
die Oberfläche der Engel vom Radius ^ zn erstrecken sind. 
Da die Differenz jener Integrale von t unabhängig ist, so muss, 
damit {9') für beliebige t gelte, die Gleichung (9*) stattfinden. 

20») Zu S. 34. In der Gleichung für «P^— d»^, 
dn an 

die aus (S**) und der letzten Gleichung S. 33 leicht folgt, 
wenn man beachtet, dass an der Engel vom Radins p n die 
entgegengesetzte Richtung von q hat, fehlt im Original rechts 
der Nenner q*. Ebenso muBBte jeuer Nenner in der dritten 
Zeile S. 35 hinzugefDgt werden. 

20''] Zu S, 35. Die Gleichheit des Phasenunterschiedes 
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folgt dar&na, das» der letztere durch die VerhftltiiisBe ■—■ 

nnd 7^ bestimmt wird. 
* 6 
21) Zu S.37. ^ ist von der Form 

V = W aoi {2unt] ■\- W Aa (titnt) , 
wo f und 'F" derQleichnng (3*) S. 19 genftgen. POr ebene 
Wellen, die eich parallel der Aze x fortpflanzen, ist 'F von 
y und 2 nnabh&ngig, die Gleichnng (3^) redncirt sich daher 
anf: 

= i"F' + ^, 

nnd ihr allgemeines Integral ist 

V = J/ooB [kx] + iVain [kx) , 
worin M und N willkttrliclie Conetanten sind. Da W" dieselbe 
Form hat, nur mit andern willkürlichen Gonstanten, so enthalt ^P 
vier willkürliche Conatanten, die im Text mit Aß, B, V.jk, 99 
bezeichnet Bind. Kann man noch Ober den Anfangspunkt der 
Zeit wiUkDrlioh Terfflgen, so heisst das, man kann statt des 
ursprünglichen t setzen t + c, yio c willkürlich ist. üeber c 
kann man dann so rerfogen, dasa nach Anflösnng der tri- 
gonometrischen Functionen der Factor von sin Ifinnt) ein 
Glied mit sin [kx) nicht enthält. So erhalt man den Aas- 
drock (10) für f. 

22] Zu S. 38. n, die nach dem Innern des betrachteten 
Ranmea gerichtete Normale, hat an der Mündung die Richtung 
der negativen, an dem Kndquerschnitt die Richtnng der posi- 
tiven 2-Axe. An letzterem Qneraehnitt hat zugleich die zu 
integrirende Function, da sie nur von x abh&ng^ für alle dot 
denselben Werth, das Integral redncirt sich daher auf 

und hierin ist (D ^ coa kx, fär f aber der Anadruck (10) 

dO 
zu setzen. An der Hflndnng ist a; ^ , (D ^ 1 , ^— ;= ; 

' dn 
doch hat dort W nicht für alle da denaelben Werth, viel- 
mehr ist dort für W der Anadmck (10^) zn setzen, in dem 
'P' nnd f" Functionen von y nnd z sind. 
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23] Zu S. 39 und 43. Da <D von y nnd z unabhängig 
igt, Bo ist 

d0 ^dOdx _^d0 

dn dx dn dx 

In der Gleichung für jW-r—dio, wie in den Qleiohnngen 

(11) und (11^), haben die mit k multiplicirten Integrale im 
Original das Zeichen + statt — . 

24] Zu S. 40, Die Gleichung (ll'>) leitet man am besten 
direct aua [7) nach der in Anmeiknng 14) (8.93) entwickel- 
ten Methode ab, wobei zu beachten ist, dasa W der Gleichung 
(3*} S. 38 genügt. 

Drei Zeilen nach Gleichung (Ll^) steht im Original ßlUch-: 
rfy d1> 

lieh ü*-^ — ^' -y-, während aas dem Folgenden hcrvo^eht, 

dsss £ das tlber. die Engelfläobe q erstreckte Integral der 

Function f-3 ^ j" bezeichnet. Dass S von der Zeit 

nnabh&ngig ist, ergiebt sich aus der S. 34 abgeleiteten For- 
mel, da Q> und W für Punkte der aehr weit entfernten Kagel 
die Form (8*") annehmen. 

25) Zu S. 41. Dasa die erste Gleichung (11^) ans den 
beiden andern mittelst des Theorems (7^) folgt, ergiebt sich 
am einfachsten daraus, dass [11''] and (11") als Folgerung 
aus (7*) nnd (7*') angesehen werden können. 

26] Zu S. 42. Zur Erlänterung diene folgende Bemerkung. 
Die Gleichung (11^] gilt, in welchem Punkt des betrachteten 
Ranmes anch der Punkt a, ß, y liege, also auch noch, wenn 
dieser Punkt auf die Kugel mit dem grossen Kadius q rttckt. 
Femer drückt in (11'] r, die Entfernung des Punktes a,ß,y 
von einem Paukte der RöhrenOffnung aus, d. h. von einem 
Punkte, für den z ^ ist, während y und z sehr kleine 
Werthe haben. In dem in Rede stehenden Falle wird daher 

rj = ß* coa* w 4" (p sin t» cos * — y)* + (5 sin w sin & — z]' 

= f— 2^6 + 5-*+^', 



= e — *> T^'. 
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faih man Orfissen von der Ordnnng — gegen e, solche von 

der Ordnung -^ gegen — vernachläSBigt. 

Dass hier der Bncbstabe u in doppelter Bedeutung ge- 
brancht ist, nämlicli einerseits znr Bezeiclinung des Winkels 
zwischen ^ and der x-Aze, andererseits zur Bezeichnung des 
Fläcbenelements (do)), ist zwar un^weckmässig, stört aber das 
Verständnis a nicht. 

27) Zu S. 42. In den beiden folgenden Qleiehungen h&t 
der Factor M, im Original falsches Vorzeichen. 

Hinsichtlich der letzten Gleichung S. 42 ist wieder zu be- 
achten, dass n nnd q entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

28) Zu S. 44 und 45. Zu den Entwi ekeln ngen 8. 44 
nnd 45 ist Folgendes zu bemerken. Mit demselben Rechte, 
wie beim Uebergang von Oleichnng (II) zu (12) das Glied 

kj W ixakxaa^ßdü} vernachlftasigt ist, mtlsste beim üebOT- 

gang von (U") zu (12*) das Glied & j 'P" aiu kx cos ßdia 

fortbleiben. Dass dasselbe hingeschrieben ist, hat wohl darin 
seinen Grund, dass gezeigt werden soll, von welcher Grössenord- 

/dW" 
■ du) ist. Uebri- 

gens hat das zweite Glied der rechten Seite von (12'), ebenso wie 
das entsprechende Glied von (ll*^), im Original falsches Vor- 
zeichen; desgleichen das erste Glied der rechten Seite von 
(12«), welche Gleichung aus der zweiten Gleicbang (11^), ver- 
bnnden mit (12^), folgt. Auch in (12c} sind zunächst mehr 
Glieder beibehalten, als schliesslich gebraucht werden, nm die 
Gros Ben Ordnung von J/, zu ermitteln. — In der zweiten Zeile 
nach Gleichung [12'') _iat im Oripnal (11") statt (12») citirt. 
Die Gleichung für 'P' [S. 45, Z. 7) leitet man besser ans 
der zweiten Gleichung [11*) statt ans (U*) ab. Um W, d.i. 
den Werth von W ffir Pnnkte der Röhrenöffnung, zu erhalten, 
mnss man den Punkt a, ß, y, der in (ll^j ein beliebiger Punkt 
des dort betrachteten Raumes war, in einen Punkt der Röhren- 
öffnung verlegen, r, stellt dann die Entfernung zweier Punkte 
der RShrendffnung vor, kr, ist daher von der Ordnung &e, 
und cos [kr,] ist = 1 za setzen. Das letzte Glied der zweiten 
Gleichung (11*) kann man schreiben: 

L.gL,.._b,Coo^le 



i rdW 8in &r, , 
2Jdx kr, ' 

absolnter Werth ist kleiner ala der abaolDte Werth von 



2J a 



dx ' 

und daher ist [naeb (t2>)] aacb dies Glied zu vernachlXssigen. 
Damit geht die zweite Gleichung (11^) nnraittelbar in die 
Gleichung fttr f' Ober, wenn man r statt, r, schreibt 

Die GrOssenordnnng von ^' tibersieht man am wnfaohsten, 
wenn mau in dem Integral far ^' Polarcoordinaten einfahrt, 
deren Pol der in der EShrenSffnung liegende Punkt a, ^, y 
ist. Dann wird du» ^= rdrdS- , 



271 JJ c 



Ändererseite giebt die Gleichung (12j nach Einföhrung der- 
selben Polarcoordinaten : 

falls (r) einen Mittelwerth von r darstellt. Da (r) von der Ord- 

— , AQ 
nung « ist, so ist ¥ von der Ordnung • 

29) Zu S. 47. Znr Erläuterung diene folgende Bemerkung. 
W ist der Factor von cos (2?rn;) in (10) oder (12»), resp. 
in (12''). Für & ^ gehen jene Factoren nber in 

a) ^l = A^ + B = A{x—a], resp. b) ff,' = — :^.i. 

Dass 'P' als das Potential der Elektricität in einem sta- 
tionären elektrischen Strome von der Intensität J^ AQ an- 
gesehen werden kann, ergiebt sich so. Damit f ' ein der- 
artiges Potential ist, nrnss •?' der Gleichung '\7 >F' = 
gentigen; ausserdem mnss das Aber irgend eine NiveauflSche 
erstreckte Integral 

J dn ' 
worin n die Normale der NiveauflAohe ist, für alle Niveau- 
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flächen denselben Werth haben. Denn dies Integral ist pro- 
portiwal der durch die Niveanäache in der Zeiteinheit strS- 
menden Elektrioit&tsmenge. Setzt man fttr W den Änsdruck 
a) , 80 ist die Niveaaä&che der Querschnitt Q der Rohre, n 
fjült mit X zusammen, daher ist der Werth des Integrals 
= AQ. Nimmt man fQr V den Ausdruck b) , so ist über 
die Halbkugel vom Radius q zu integriren, nnd n f&Ut mit q 
zusammen. Auch dies Integral giebt daher AQ. Das in 
Bede stehende Integral ist zugleich das Maass für die Inten- 
sitltt J, und 2war ist J gleich jenem Integral, mnitiplioirt mit 
dem LeitongsvermOgen. Ist letzteres = 1, so ist das Integral 
gleich der Stromet&rke J. 

29») Zu S. 47 und 48. Um die Formel (12') zu erhalten, 
hat man zunächst das Potential ftlr den unendlichen Raum za 
beiden Seiten der isolirenden Ebene zu suchen. Zu dem 
Zwecke fährt man statt der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z 
elliptische Coordinaten durch die Gleichungen ein: 

X ^ i coa-S- , y = ViZ* + (' sin ^ cos ijo , 
z = yÄ*+"? sin ■* Bin 9) . 
Dann erhält man fQr t = {): 



während fttr » = — 

a; = , y' + 2* = -fi' + i* ^ -H* 
wird. t=ü gieht daher alle Punkte der kreisförmigen lei- 
tenden Oeffnung, während t^d, 3- = — die Punkte dea 

isolirenden Theiles der yz-Ebene giebt. Transformirt man 
die Potentialgleichnng V'*^' = ^ ^^^ ^'^ Variabeln i, d-, (p 
nnd nimmt ferner an, dass 'F' von ^ nnd <p unabhängig ist, 
d. h. daaa alle Rotationsellipsoide t = ConsL nnd damit auch 
der Kreis t ^ Niveauflächen sind, so erhalt man fttr W die 
Gleichung ,^, 



dt 
Ihre Lösnng ist 



Carctg I 
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wo C und D willkürliche Conatanten sind. Damit fttr sehr 
weit entfernte Punkte anf der Seite der positiren x, d. h. 

für ^oaae positive Werthe von t [d- i3t atets S— zu nebmen) 

V dieselbe Form bat wie in Anmerkung 29) S. 102, nftmlieh 

-1 =—— i- 
' 2jt t ' 



ifs- , 



-\n:.C 



i[*" 



wird. Für t = +oo wird W = 0, für t = — oo dagegen ist 
/ J 



— = ist somit die Potentialdifferenz des ganzen betracbteten 

Raumes. 

Andererseits ist in einem Cylinder vom Qnerscbnitt Q das 
Potential [vgl. Anmerkung 29) S. 102] 



die Potentialdifferenz ßkr einen Cylinder von der L&nge / also 

sein. 

30) Zu S. 4S. W" ist der Factor von sin (27rn() in 
(12»), reap. {12*). Für * == ergeben diese beiden Factoren 

W^ JQ 

k ~ 27C ' 
31j Zu S. 4S. Hier steht im Original OlBchlich (12'') 
statt (12K). — Die UebeTSchrift von § 7 fehlt in den »Wisaen- 
aohaftl. Abhandlungen'. 
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32) Zu S. 49, Formel (13*>) iat im Origin&l wie in den 
iWissensehaftl. Abhandlnngen< nnrichtig. 

33) Zu $. 50. Das3 der Pankt, von dem die reducirte 
Länge a — x gezählt wird, vor der Oeffunng liegt, setzt 
voraoB, dasB a positiv ist. 

34) Zu S. 51. Ea folgt dies unmittelbar daraus, dass 
a*i* + /* von X nn&bhängig ist, 

Hazimam der Geschwindigkeit nnd der Verdicbtong heisst 
hier: Haximnm an derselben Stelle im Verlaufe einer Schwin- 
gung, während vorher (8. 50) die Maxi mal werthe der Elon- 
gationen. mithin die Maiimalwerthe der gröseten Oeschwindig- 
keiten der verschiedenen Stellen verglichen worden. 

Dass tang [ka] eine kleine GrCsse ist, folgt ans den Er- 
örterungen 8. 45. Dort ist gezeigt, dass, wenn der Quer- 
schnitt der Röhre von derselben Ordnung ist wie die Oeffnung, 

B die Ordnung Ab, —^ ^ — tang (^cr) demnach die Ordnnng 

Äe hat, also klein iat. Da A'Q von der Ordnung A*e* ist, 
so ist tang i, von der Ordnung ^e. 

35) Zu S. 52 und 53. Hier handelt es sich nicht, wie 
8. 50, um das Maximum oder Minimum des absoluten Werthes 

d^ 
dx ' 

tracht. Aus (13) folgt, dass ^^ für ^^ ein Maximum ist, 
wenn 

eosk{x — a]=+l, d. h. k(a — x) = 2anr, a — x=ai., 
ein Uinimum, wenn 

cosA(a: — c) = _l, d.h. /c(a — x) = (2fl-|- l)?r, 
a_a:=(o4-i)i. 

Das Ober die Geschwindigkeit im freien Banm Gesagte 
folgt so. Hier gilt fftr 'P der Ausdruck (12'') S. 46. Daher 
ist die Geschwindigkeit 

rfy _ AQ r kaia(f!Q — 2}tnt) iMa{kQ — 2n;nl) -l 

dQ ~ 27tl ^ p* J 

Für grosse q ist angenihert: 

d'P _ AQk sin{kii — 2nnt] 



L.gl,z.d[jvC0üglc 



106 ÄsmerkuDgen. 

und dieser Aasdnick ist fQr ^:=0 ein Maximum, wenn 
8iiiÄe = +l, d.h. Äp = (26 + J)jr, e = (i+\]i., 

fttr i ^ -— dagegen, wenn 

008*ß = — 1, d.h. kQ = {2h + l)7t, Q = (i + ^)l. 
Aach bei der Verdicbtnng handelt es sich nieht, wie 
8. 50, 51, nm die Maxima der absoluten Wertbe von !|, son- 
dern auch hier kommt das Vorzeichen in Betracht. Ans 14) 

folgt, dasa, fUi ^ = — , 6 ein Maximnin ist, wenn 
' in 

sin A(3;— «) = + !, d. h. k(a —x} = {2a^ ^]7C , 

a — X ^ {a — \]l 

isi — Der Werth von ^ in den entfernteren Theilen des freien 

Ranmes ergiebt sich ans (li""): 

^ = ~ä'-dt = + ^7^ ^ ■ 

nnd dieser ADsdruck ist fOr ^ = — ein Haximnm, wenn 
4n 

ftlr ( := — di^egen, wenn ^ = (h + |) ^ . 

Zu S. 53 Zeile 9 — 14 von nnten ist Folgendos zn beachten: 
Die Maxima der Qe seh windigkeit stehen still znr Zeit ^= o; 

dann ist nach (14*) kx ^ ka — a^c, a — x^a—; an 

diesen Stellen sind ' aber nach 3. 50 die Elongationen am 
grOssten. Die Maxima der Gesehwindigkcit eilen Torwitrts 

znr Zeit t = — ; zn dieser Zeit ist nach (14'*) 

*:. = -(2a+l)f, -"^ = (2a+l)4, 



am kleinsten sind. Pflr die Haxima der Verdichtung nnd da- 
mit fUr die des Druckes ergebt sieh das Analoge ans (14°). 
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36) Zu S. 35. Der Ansdniek fttr t [Z. 7] folgt so: Ans 
I (15*) ergiebt sich 

&* Q am kl ens ka 

im t =^ ■ ■ 

yA'Q*BiD*AicoB*Aa + 47i* cobU(/+ o) 
Ist 

k{l+a) = (a + \)n, 
so ist 

sin kl = ( — l)" cos ka und sin t = ( — 1)° , 
somit 

._(-!)• J«r. 

Dasscoe^aonr mit Q verschwindet, foIgt-ans(12')iind[12*). 

; Fflr cosioi =i , tangia^oo, ist ~j =oo, iil8o£ = oo, 

da A von verschieden ist. Andererseits ist QB endlich 
[vgl. (12"; 8. 45], so dass £ = oo auch Q = oTfordert. 

Dass die Vibrationen der Scbwingangsmazima in der Böbre 
sich von denen der mitgetheilten Bewegung nm eine Viertel- 
Cndnl&tion nntsrscheiden, e^ebt sich nnmittelbar darans, dass 
die Bewegung der Luft am Orte einer Enotenfiicbe mitgetbeilt 
wird, in Verbindnog mit dem B. 50 ausgesprochenen Resultat 
aber die Phasen der Bewegung am Orte der Maxiraa und 
Minima der Sohwingung, Das ober die von der Oeffnong ent- 
fernten Stellen im freien Raum Gesagte ist indessen nicht rich- 
tig. Denn dort ist [vgl. Anmerkung 34]j die Geschwindigkeit 

dW _ AkQ Bin(^e — 27cnt) 

und ftlr ^ = al, d. h. k^ = 2o?c, wo a eine ganze Zahl, 
wird 



d. b. fttr die um ganze Wellenlängen von der Oeffonng entr 
femten Wellen im freien Raum ist die Phase der Bewegung 
von der der 8ohwingungsmaxima in der ROhre um eine Viertel- 
Undulation verschieden. 

37) Zu S. 57, An dem geschlossenen Ende der Efihre 
moss die Oeschwindigkeitscomponente senkrecht zur Wand 
verschwinden, Dieser Bedingung genügt -0 nicht; daher 
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kann der angenommene Ansdrack (16") fflr <D fOr sich 
allein nicht das Geschwindigkeitspotential der gesuchten Be- 
wegung darstellen, wohl aber genügt (Z> 4- f allen Bedingnn- 
gen, wo W der Ausdruck (12^) ist. Ein weiterer Grnnd für 
die Hinznfngnng von f zq (7> liegt darin, dass ohne jenes 

Znsatzglied -5— an der Mflndung stets verschwinden wtirde. 

37^) Zu S. 57. Der Phasennoterschied zwischen den er- 
regenden und den erregten Wellen ist nicht, wie im Text 
angegeben ist, eine Viertel-TTndulation , sondern eine halbe. 
Denn nach (16") ist t„ — t = fc. 

38) Zit S. SS, Behufs Anwendung der Gleichung (9°) 
brauchen die Functionen <Z> und f nicht fDr alle Punkte des 
betrachteten Raumes bekannt zu sein. £b genügt, zn wissen, 
dass <D und f der Gleichnng (3'*) genOgen, nnd dass an allen 

' - verschwinden, mit Ausnahme des 
geschlossenen Endes der Röhre [x = — /), wo zwar -j— ^0 



Kar fSr den Ponkt h nnd fttr x =^ — l mnss maii die Form 
von nnd V kennen. Nun ist O in der Nahe dea Punktes 
b gegeben: 

^ cos krt, ,„ 

während in der Nähe von a; ^ — l die Form haben mnsa : 

a)=/c08i(/ + ^)cOB(2iTrni + c), 

wo jedoch f nnd c nicht bekannt sind. Von W weiss man, 
dass es flbeFall, also anch im Punkte b, die Form hat: 

'F= "F'cosISjTMi— r„)+ 'P"sin (2?rM( — t„), 

dass femer in der Nähe von x = — / "F' und ^" dieselben 
Werthe haben wie in (12^). Weiter ist zu beachten, dasa 
der Gleichnng (9*) die Annahme zu Grunde lag, daas nur ein 
Flächen dement da eine gegebene Bewegung habe, dass aber 
hier an Stelle dieses Fläcbenelements die g^nze Endfläche der 
ROhre tritt, und dass daher aber alle Elemente dieser Fläche 
zu integriren ist. Da fttr alle Elemente denselben Werth 
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bat, nämlicb <1>^ ^y cos (27tnt-i-c), so redncirt sich das 
Integral anf 



»./,*„ = 



Die ÄDwendang von (9") giebt nnmittelbar die erste, resp. 
die damit identische zweite Gleichung S. 59. -— Dass 



proportional dem Factor A von (12^] ist, gilt ohne Weiteres 
für Paukte der Röhre im Bereich der ebenen Welten, wie 
auch nach {12'') für Punkte dea freien Ranmea in grösserer 
Entfemang von der UOndnng. Dass diese ProportionaUtflt 
aaob fflr Pnnkte in der Nähe der RöhrenmUndnng gilt, ist 
im Früheren nicht bewiesen, kann jedoch aas der ContinniUt 
der Bewegung geschlossen werden. — Die Geltung der Glei- 
chung (15) folgt tlarans, dass 'P dieselbe Function ist, die 
8. ö3 — 56 betrachtet war. — Die Grösse /, auf deren Werth 
aas (IT*) geschlossen wird, stellt die Elongation im tieferen 
Ende der RQhre, also die Besonanz der letzteren dar. 

S. 59 Z. 19 ist das im Original fehlende Wort »reducirte* 
eingeschaltet. 

3S^) Zu S. 59. Zur Erlänternng diene folgende Bemer- 
kung. Um direct die früheren Formeln anwenden zu können, 
führe man zwei Co ordinaten Systeme ein, deren Anfangspunkte 
in den beiden Mündungen liegen, und deren 2^-Axen ent- 
gegengesetzte Richtungen haben, so dass, wenn l die Länge 
der Röhre ist, x^ = — {x -\- F) wird. Der tönende Punkt 
liege in dem Theil des Luftranms, in dem x positiv ist. Das 
Geschwindigkeitspotential der durch diesen Punkt erregten 
Bewegung ist für den Baum x"^ dnrcl^ (16), fflr das Innere 
der ROhie durch O + V dargeatellt, wo der Ausdruck 
(16'), W der Aosdrnck (12«) ist. Doch gelten jetzt nicht 
mehr die Gleichungen (16'*) und (16°). 

Im zweiten Tbeile des freien Raumes {x^ ^ 0) ist kein 
tonender Funkt vorhanden. Das hier ezistirende Oeachwin- 
digkeitspotential (-^] and seine Fortsetzung {V^) im Innern 
der ROhie sind durch (12''), resp. (12^) bestimmt, falls man 
in diesen Ausdrücken x durch x^ ersetzt und zugleich den 
Oonstanten A, a andere Wertbe A^, a, beilegi. Die Be- 
dingung der Aufgabe ist dann, da C^,) dieselbe Bewegung 
wie O-^-W darstellen soll, dass im Berüobe der ebenen 
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Wellen, also etwa für x = 



dx dx dx 



wird. Da diese Bedingangen für jedes t erfüllt sein mOBaen, 
80 ergeben sich vier Gleichnngen zni Bestimmung von A, a, 
Af, a, ans den gegebenen Giöasen G, t„ (S. 56). 

39) Zu S. 60 und 61. Die Aufgabe, W und ^" in der 
Nähe der Mttndnng ftlr eine gegebene RShrenform zu bestint' 
men, kann man im Allgemeinen nicht lOaen. Daher besohr&nkt 
sich Helmholtz darauf, umgekehrt fOi gewisae Werthe der 
Polen tialfunction , die so anzunehmen sind, dass alle frQher 
entwickelten Bedingungen erfllllt werden, die zugehörige ROh- 
renform zQ bestimmen. Eine solche mOgliche Annahme ist 
d^" 

— — s= fttr alle Punkte der Oeffunng. 

(12') ergiebt sich ans der dritten Gleichung (11^), die für 
beliebige Lagen des Punktes a, ß, y im Ansseuraum galt, 
indem man diesen Pnnkt in die MDndnng fallen lässl. Dann 

wird &r, sehr klein, — j — -^ 1. Zugleich ist die Coutiuui- 

tät zwischen den Werthen, die 'P" ansäen nnd innen annimmt, 
hergestellt 

Gleichung (IS) ist mit der zweiten Gleichung {11') identisch. 
(ISe) ist die Bedingung dafür, dass die Functionen W und fj 
continnirlich in einander obergehen. Die Noth wendigkeit die- 
ser Bedingung ist in § 4, 8. 30—31, erörtert. 

40) Zu S. 62. Durch Einführung von Polarcoordinaten 
p, o> an Stelle von y, z geht der Ausdruck 

, dW 
rf"P , d*'F . l^^ do i d*W 
dy^ dz* Q dQ ß* ö w' 

tber, und da ¥ von lo nnabhängig sein soll, so geht die 
Oleiohnng y y*j + ä» "F,- = in (18*) Aber. 

Die Gleichung (19) enth&lt im Original einen Druckfehler ; 
dort und in den >Wisgengchaftl. Abhandlungen < steht ßllsoh- 
Uch m* 4- Ä' statt m» — Ä». 

Man erhält die LAsuug (19) von (IS*), indem man zunftohst 
eine PartioolarlOsnng dieser Gleichung von der Form 
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a) XY 

eacbt, wo X nur von x, Y nnr tod ^ »bhängt. Soll der 
Anadrack &) der Gleichang (18') genttgeo, so musB 



!>) ^^+^' = -Y[l^ + -^-d^\ 



X dx* 



sein, nnd das ist, da die linke Seite von q, die rechte aber 
von X nnabhängig ist, nur mOglich, wenn jede der beiden 
Seiten von bj gleiob einer Gonstanten ist. Nennen wir letztere 
»t*, so wird also 

' dx* * < ' I ^^* ^ ^^ 

Für OT = wird Y=i, X = -rfimkx + Bcoikx, für 
andre Wertfae von m dagegen 

^(»1«) '^^ ^1° £ej«ereche Function mit dem Index und dem 
Argumente m^, also nach der üblichen Bezeichnung 

^M()) =/)(»»$)■ 

Soll die gesnchte Partie alailösnng a) der Bedingung genOgen, 
d^ 
dn 

■ ^ " fOr p^Ä, verschwinden; d. h, m ist der Bedingung 

unterworfen, dass 7J(»»Ü,}=0 ist. In der Theorie der 
BesseVaebeu Functionen wird gezeigt, dass die Gleichung 
Jl[z) ^ unendlich viele reelle Wurzeln hat; die beiden 
kidnsten derselben sind S. 63 Z. 2 angegeben, m kann daher 
ausser dem Werthe Null unendlich viel andre Werthe an- 
nehmen, nnd man erhftlt unendlich viele Partionlarlöanngen 
von der Form a); die Summe aller, jede mit einer willktti- 
Uchen Constanten mnltiplieirt, giebt die allgemeine LOsong (19). 
Ans dem umstände, dass die Gleichung Ji{mJi^) keine 
imaginftren Wurzeln hat, folgt, dass die Constante, der beide 
Seiten der Gleichung b} gleich su setzen wai'en, positiv sein 
mnss, alao, wie oben geachehen, ^ m* gesetzt werden konnte. 
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Die zweite particnläie LOsang der OleichuDg d] kommt 
hier nicht in Betr&cht, da dieselbe fQi' ^ = nnendlich wiid. 
Ans demselben Grande war auch für m ^ zu setzen Y= l , 
nicht r== ^ + -5 log?. 

41) Zu S. 63. An Stelle von £,„6*^*"'-*' mösste, streng 
genommen, in (19) 

stehen; und damit ftlr x = — l die Bediogang -t— ^ et- 
fOllt werde, mnss für jedes m 

sein. Falls nnn k nnd R^ klein, / beträchtlich gross iat, 
ist e~*''*" ~* für jedes m, anch d&s kleinste, Teraohwin- 
dend klein, also E' nahe = 0. 

42) Zu S. 64. Dass -r— ftlr ^ = R und a: = nnend- 
lich wird, erkennt man ans folgender Betrachtung: fH soll 
der Differeutialgleichiiag (1S°) genOgen, ausserdem soll sowohl 
an der Röhrenwand (d. h. fllr q=^ R, x'^ü] als an der 
die KOhrenOffnnng umachliessenden Ebene (d.h. ftlr x = 9, 

dO 
g'^R) -j— verschwinden. Um diese Grenzbedingnngen anf 

die möglichst einfache Form zu bringen, föhren wir an Stelle 
Ton X, Q nene Variabele r, ^ ein: 

a; = r sin ^ , p = Ä + r cos * . 
Dann reduciren sich die Grenz beding ungen anf fönende: 
dO 
■j^ soll sowohl fflr ^ = als für ^^|^ verschwinden. 

Wir wollen femer der Einfachheit halber znnftchst annehmen, 
dass statt dar Qleiohang (IS*) der einfacheren Gleichnng 
, d*0 , d*0 
'^ -dx^ + ^ = ' 
genQgt, die, auf die Variabein r, ^ transformirt, in 



'''' dr , d*0 



d»* 
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tlbeigeht. Jede flbersll endliolie LöBnng dieser Gleich nDg, 
die Zugleich den oben erwähnten Grenzbediognngen genfl^, 
hat die Fonn: 

c) ö) = ^rJooa|*-f-^ir*cosJ* + J,r5co8|*H , 

-wo A, A^, A^,... willkürliche Goust&nten sind. Ferner wird 

d0 d0 . d0 003» 

rf^~ rf?'*"' "^ dd- r 

= %Ar-Um[^&) -4^.r* Bin(i#) - - , 
nnd dieser Ansdrock wird, falls » ^ , für r ^ unendlich 
wie r~^ oder (p — R) i . 

Nun genügt aber nicht der OleJohang (a), sondern der 
Gleichung (18*) 8. 62, Ftlhren wir auch in dieser r, d' an 
Stelle von z, q ein, so läast sich dasjenige partical&re Integral 
der transformirten Gleichung, welches dem ersten GUede von 
c) entspricht, fttr kleine r in eine nach steigenden Potenzen 
von r fortschreitende Reihe entwickeln von der Form ; 

d) Ö) = Ari coa|» + r*/,(#) + rS/,(») + •■ , 

wo die f gewisse endliche , nnr Cosinus der Vielfachen von 
\9 enthaltende Snmmen daiatellen. Dnreh passende Bestim- 
mung der in den f enthaltenes Conatanten kann man es er- 
reichen, dasB jeder der Sammanden von den obigen Grenz- 
bedingnngen genügt. Ans dem Ausdruck d) aber ergiebt sich 

d0 
hinsichtlich des Unendlichwerdens von -=— dasselbe Resultat 

dx 
wie aus o). 

43) Zu S. 64 und 65. Zu den Entwickelungea 8. 64 und 
65 ist Folgendes zu bemerken. Wie schon in Anmerkung 39) 
(S. 110) gesagt ist, handelt es sich darum, passende Annah- 
men über die Fnnotionen 'P' nnd 'P" zn machen. Hinsicht- 
lich V" ist das 8. 60/61 geschehen. Für die früher mit f ' 
bezeichnete Fnnction, die jetzt im Innern der Bohre fj, im 
AuBsenraume dagegen noch W genannt wird, ist diese Anf- 
gabe noch zn lOsen. Die Annahme V^=: würde den Be- 
dingungen der Conlinnität (18°) nicht genügen, da letztere die 
Erfüllung der Gleichung 8. 63 Z. 8 von unten bedingen wür- 
den; und dieser Gleichnng gemäss die Coefficienten von 
za bestimmen, ist nicht mOglicb. Es ist deshalb eine andre 
Annahme zn machen, wobei zn beachten ist, dass der Werth 

Oetwtld'* ElMslku. BO. g 
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von — = — erst zu beatimmeii, die Form von nnd d&mit von 

d0 ^ 

-7— aber gegeben ist. Als passende Annahme für 'P' nnd 

^j ergeben sich die Ausdrücke (21") nnd (21*), in denen 



Pi^J-^'i''. Pi=f- 



-dia 



gesetzt ist, während i den Werth (21') hat, / aber mittelst 
der Beding an g (21'') zu bestimmen ist. Da ntr Punkte in der 
Nähe der OeffouDg coa Ar = 1 ist nnd daher Pj dort ein 
einfaches Potential darstellt, so kommt die Bestimmung von 
l auf eine bekannte Aufgabe der Poteali&ltheorie hinaus, die 
für den hier in Frage kommenden Fall des Kreises stets lös- 
bar ist (vgl. Heine, Handbuch der Kngelfunctionen , Zweite 
Auflage, Theil II, S. 130). 

DaS3 T' und fj den Bedingungen (18'), (18'') und der 
ersten Gleiehnng (18°) genügen, bed^irf keiner weiteren Er- 
läuterang. Dass auch der zweiten Gleichung (18") Genüge 
geschieht, beruht auf der bekannten Eigenschaft des Fläohen- 
potentials, nach der, falls x die Konnale in einem Punkte 
einer anziehenden Fläche ist, deren Potential mit V bezeich- 
dV _ 
dx 
dV 
dagegen -1— = X + In-n. fllr kleine negative z, während 

X die normale Anziehnngscomponente fttr den Fall darstellt, 
dass X von vorne herein constant ^0 gesetzt ist; x bezeich- 
net die Dichtigkeit im Pnnkte x = d (vgl. Heft 2 der Klas- 
siker, S. 24). Nnn kSnnen in der Nähe der ßöhrenmtlndnng 
P; nnd Pi als Potentiale der mit Masse von der Dichtigkeit 
i, reap. l belegten Oeffnong angesehen werden, nnd für diese 
Potentiale ist X ^ , da die anziehende Fläube in der Ebene 
:c ^ liegt. Es ist daher 

für kleine positive x\ -^ = — 2?ri, -7— = — ^nl , 
dx ' dx 
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für kleine negative x: -^=+2?ri, -j-^ ~ -\-27tl , 

nach (21»). 

44) Zu S. 66. Im Vorhergehe nden sind W und ^^ durch 
It bestinimt. Von letzterer FanctioD kennt man zwar die Form, 
doch enthält der Ansdrnck fflr O [(19), resp. (22)] unendlich 
viele willkDiiiobe Constanten. Je nach Wahl derselben erhält 
man verschiedene Fnnctionen 1> , nnd fUr jede derselben lie- 
fert die Bedingung (18*) die Form des nicht cylindrischen 
Theiles der Röhrenwaad. Die Bedingung (18^) sagt ana, dass 
die Linie n in einer Fläche f j == Const. liegt. Da n die 
Normale der BShrenwand bezeichnet, so bildet letztere eine 
zu allen Fl&chen IF,- ^ Const. senkrechte Kotationsfläche. 
Gleichung (22") ist die Diffexentialgleichnng, aus der sich für 
eine gegebene Function f , die StrOmungscurven, d. h. die zu 
allen Flächen 'F^ ^ Const. senkrechten Curven, ergeben. Die 
Röhi'enwand selbst wird von solchen Curven gebildet. 

Die einfachste Annahme Aber die in O enthaltenen Con- 
stanten ist die im Anfang des § 9 gemachte, dass alle Co- 
efficienten M verschwinden. Damit erhält man die einfachsten 
ROhrenformen. 

45) Zu S. 67. Es handelt sich hier nm die Aufgabe, 
eine gegebene Masse derart auf einer Kreisfläche zu verthei- 
len, dass das Potential für alle Punkte des Ereiaea constant 
ist. Die Lösung dieser Aufgabe sowie der entsprechenden 
für eine Ellipse leitet man am einfachsten aus der LOsung 
der analogen Anfgabe ftlr ein Ellipaoid ab. Bekannt ist (vgl. 
Heft 19 der Klassiker, S. 85 ff.), dass das Potential einer 
unendlich dünnen, von zwei concentrischen, ähnlichen und ähn- 
lich liegenden EUipsoiden begrenzten homogenen Schale fflr alle 
Punkte der Grenzfläche der Schale wie des inneren hohlen 
Raumes einen constanten Werth hat, nnd zwar ist derselbe: 



-''"f. 



dt 



V(o' + ()(»• + <)(<,• 



falls M die Masse der Schale, a, b, c die Halbaxeu des Grenz- 
ellipsoids bezeichnen. Zugleich erhält man das Potential der 
Schale für äussere Punkte x, y, z, wenn man als untere 

8» 

L.gL,;..b,COO^IC 



Grenze des Integrals t an Stelle ron setzt, wo % die positive 
Wnrsel der Gleichnog 



ist Die Dichtigkeit d in einem Punkte x, y, z der Scbale 
ist der Dicke der Schale proportional nnd hat den Wertb 

Altabc ' 

falls mit l das vom Hittelpnnkt anf die Tangentialebene des 
Punktes x, t/, z gefftUte Lotb bezeichnet wird. Nnn ist 



ist, so geht der obige Ausdruck für & in folgender 






+ a'| 



Das Besnltat gilt aoeh, wenn a kleiner nnd kleiner und 
schliesslich = wird. Dann geht das Ellipsoid in eine El- 
lipse mit den Halbaxen Ä, c über. Masse von der Dichtigkeit 
& ist in diesem Orenzfall aber auf beiden Seiten der Ellipse 
vertheilt. Falls man die beiderseits liegenden Massen znsam- 
menfasst, wird daher die Dichtigkeit in einem Punkte der El- 
lipse 



..")/i 



und ihr Potential 



=*^r 



V^(ft» + t) [c* 4- i) 
Geht die Ellipse in einen Kreis über, so wird 6 ^ c ^ 
id wenn man noch y» + s» = p* setzt, so erhalt man 
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a, = ^— , 

jTjjyfi"— s' 

,._.../• • •" ■■■»"' 

Aas beiden Qleichns^ii folgt: 

nnd für V^ ^^B, j, ^ / ei^eben sich die Formeln i 
Textes. 

Will man umgekehrt zeigen, dass fQr die Dichtigkeit 



' VR' — Q* ' 

wo m eine g^ebene Constante, das Potential des Eieises in 
allen Fimkten des letzteren denselben Werth bat, so wird man 
am besten Folarcoordinaten einfuhren, deren Pol der ange- 
zogene Punkt ist. 

Fttr Äussere Punkte wird das Potential des Kreises 






dt M . i M\ 

aretg 



WO T die positive Wurzel dei Gleichong 

ist. 

46) Zu S. 68. Ist R^ili endlich, so ist nach S. 45 B 
von der Ordnung Ae, daher tangice nnd mithin auch ia 
selbst von der Ordnnng ie. 

47} Zu S. 68. Mit den Worten: >Die Bedentnng der 
Function ;; setzen wir dnrcb fönende Gleichung fest« ist 
Folgendes gemeint. Die Function x ^^^ durch die partielle 
Differentialgleichung [22^) bestimmt. Die allgemeine Lösung 
derselben enthalt eine willkttrliobe Function, und Aber diese 
wird, indem man für ^% den Ausdruck {24} nimmt, eine Fest- 
setzung getroffen. Dass der Ausdruck (24) der Gleichung 
(22') genügt, wird hinterher gezeigt 
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Dass unter dem Integralzeichen x einen constanten Werth 
behält, heisst nor: hei der AoBfnhrnng der Integration ist x 
als von ^ nnabhängig anzusehen. 

46) Zu S. 70. An Stelle der Worte: >die nene Masse« 
steht im Original: >die nene Dichtigkeit!. 

DasB die Potentialfnnction Pj eines Ereiees doroh die Ab- 
leitung der Potent ialfancüon TV eines nach einer Seite sich 
ins Unendliche erstreckenden Cylinders ersetzt werden kann, 

dW 
erkennt man so: Um — ;— zn bilden, mnas man den ange- 

dx 
zogenen Pankt in der Richtung x nm ^x verschieben. Statt 
dessen kann man die Lage jenes Punktes nnverändert lassen 
nnd den Cylinder in der entgegengesetzten Richtung um ^x 
verachieben, also nach der Seite der negativen a;, wenn ^^k 
positiv ist. Die Differenz der Potentiale des Cylinders in 
beiden Lagen, dividirt durch ^x, ist das Potential der Kreis- 

Bcheibe. — Ebenso kann bei der Bildung von -y~ an Stelle 

der Verschiebung des angezogenen Punktes in der Achtung 
+ y eine solche des Cylinders in der Richtung — y treten. 
Die Differenz der Massen des Cylinders in beiden Lagen kann 
als eine die Oberfläche des Cylinders mit der Dichtigkeit 

coa 0) bedeckende Schicht angesehen werden, wenn 

die cooatante Dichtigkeit des Cylinders ist. — w ist liier un- 
zweckmSasiger Weise in doppelter Bedeatnng gebraucht, an- 
mal zur Bestimmung der Lage des angezogenen Punktes, 
nachher zur Bestimmung eines Punktes der Masse. 

üebrigens ist zu beachten, dass zwar W selbst unendlich 
gross wird, seine Ableitungen aber endliche Werthe haben. 

Die Gleichung 

ergiebt sich auch leicht durch directe Rechnung. Sind näm- 
lich a, r, <D die cylindrischen Coordinaten eines Punktes des 
Cylinders, x, ^, die des angezogenen Punktes, und setzt man 
zur AbkUrznug 

{x _ a)' + (e — r eos w)* -\- r^ sin' w = e% — j- = S, 
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W=Sj dal rdrj 



das tlbrig bleibende Doppelintegral stellt Pf dar. 
Ferner ist; 



- = — cos w— 



dQ 

weise nach r, resp. nach w, so heben sich die dreifachen In- 
tegrale fort, und man erhält fär Xi ^ — ~7~" ^^'^ Aus- 
druck (26]. 

49} Zu S. 71. Der Uebergang von (26) an (26») erfordert 
eine l&ugere Rechnung, deren AnsfühiDUg Anfängern Schwie- 
rigkeiten bereiten dtlrfte, und die deshalb hier Platz finden 
mag. 

Zur Abktlrznng werde 

IP + ^^ — lS^coäbj = k* 

gesetzt. Führt man zuerst die Integralion nach a zwischen 
den Grenzen und h ans, wo h von m unabhängig, sonst 
beliebig ist, ao ergiebt sich: 



r 



log [h—x + yih—i:y + »•] - log [— I + y^' + i'] 



= 1.6 (*-») + log [, + |/l + (;jA_)-j 

-log[— i + yi' + i'l. 
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Femer ist für jedes h; 

I log (n — x) cos wow = . 

Lässt man nunmehr A ^ oo werden, so verBchwindet bei der 
Integration nach a> anch das nächste Glied. Ea bleibt: 

X, = -^^J^ log [— a: + Vz* + l* ] cos btdto , 
woraus durch thoilweise Integration 

= -^-^e f^" sin' <^t^w 

^■'- Atz J. virqrii[_a, + ]/^r+T.] 

folgt. Weiter ist 

008 W Ä* + Q* [R* e*)' 



daher 






Da die QnsdratwnrEel den positiven Warzelwerth bezeichnet, 
so ist 

/"flin*wdw ^ t«. ^ D 

= i,f»,ü>f; 

nnd man erkennt, dass der erste Theil von %, gleich der im 
Text mit — c beseicbneten OrOsse ist. 

Im zweiten Theile von %, wende man dieselbe Partial- 
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-AEx pi " du 



-fi* + g' (■«*—?*)* 



2Äe 2Äe (Ä+e)»— 4ÄewB*M) 



DrQokt man das VerhiltniBs — dnroh x, äa & ans und be- 

Q 
achtet, d&BB, da x negatir, cos ■& aber positiv ist, 



K, coa d-jR + g) 



wird, so ergiebt sich: 
AR 



K, coa & /**'» ai 

1— x'ain*^*'« VT^ 

x,»md- pi" x*ainffcOfl^yi — x^Bip' 
- X» ain' ^7« [1 _ (1 _ X» sin» &) sin» m] vT^ 



^ sin 3 coa ^ V 1 — x) hd' & sin* w<iw 



Daa erste der Integrale rechts hat den Werth -|{Ä' — E), 

das zweite nach Legendre (Traitä dea fouctiona ellipi T. I, 
Cbap. XXm, 8. 138; ygl auch £nn^er, Elliptische Func- 
tionen, 2. Auflage, B. 248) den Werth 

nnd somit geht die letzte Formel fdr Xi unmittelbar in die 
Qleiclmng (26") des Textes Aber. 

Üebrigena nimmt das zveite Integral, wenn mau 



yi — k' ain* d' = X sinam {ia ■+■ K — tK ') , sin u = sinam r 

setzt, die Jacodt'sobe Normalform dea rollen elliptisohen In- 
tegrals dritter Oattnng an, nnd die Anwendung bekannter 
Formeln der elliptisohen Functionen ergebt ebenfalls den toi^ 
her angeftthrten Wertb. 

50) Zu S. 72. Nach der am Schlnsa von Anmerkung 4ö] 
(S. 117) angefahrten Formel wird Pj, das an dem Kreise R 
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den Constanten Werth \B annimmt, für Punkte ausserhalb 
des Kreises 

Ferner ist o p 
M^ , 

and T, die positive Wurzel der Gleichnng 



ist nach der hier eingeführten Bezeichnung = R^s^, also 

Für das Folgende ist zu beachten, dass eine Strömungs- 
eurFe sowohl (nach S. 66) durch ^X" ^ Const. dargestellt 
wird, als auch durch ^ = Const., da auch die Curven ^ ^ Const. 
auf den Flächen gleichen Potentials senkrecht stehen. Beim 
Fortschreiten auf einer Strömnngscnrve ändert sich allein n; 
da ^X" B'*^^ nicht Ändert, so ist qx» ^^^ ' unabhängig, hat 
also für beliebige s denselben Werth wie ffir « = ; d. h. in 
dPt 
dx 

der Köhrenmttndnng, d. i ■'•"■''ii — i " 

man gleichzeitig auch in p s = setzen. — Der Werth von 



ten, schon in Anmerknng 43) benutzten Satze der Potential- 
theorie. Nach demselben ist auf der Seite der negativen z'. 

-j^ = +27cl, und / ist ans (23") bekannt. 

Was die Vorzeichen betrifft, so ist s stets positiv zu 
nehmen, da oben V^den positiven Wurzelwerlh bezeichnete. 
In Folge dessen muss fi das Vorzeichen von x erhalten, und 
da es sieh nm negative x handelt, ist fi negativ zu neh- 
men. Im Original hat, abweichend von dieser Festsetzung, 
ft überall das positive Zeichen. Aus dem oben angeführten 
Grande war eine Aendemng des Zeichens erforderlich. 
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51} Zu S. 72. Der folgende Ausdrack fttr — (i ergiebt 
sich nicht ans dem KähernngBwerthe Z. 13, sondern ans dem 
genaoen Werthe von fi. Um letzteren zd erhalten, eliminire 
man s aus den heiden letzten Gleichungen 8. Tt, so folgt: 



" ■ 2Ä> 


ferner iat 


x' + t' + B' /2 


21f ■ [,' 



.yfd 



Ä^ . / R" 



i_. 



Dass hier 

X , ain ^ = 



Ä' H 1 +x,Bin* 

R—Q 



R + 9 

gesetzt wird, gloiohgllltig, ob R oder q das OnlBsere iat, wider- 
spricht der Seite 71 getroffenen Festsetzung. Will man mit 
dieser Festsetzung in üebereinstimmung bleiben (nnd das ist 
weiterhin 8. 73 erforderlich), so muss man in der Formel fOr 
— |U (Aber das Vorzeichen vgl. die vorhergehende Anmerkung) 
± sin d' an Stelle von sin ■& setzen ; und es gilt das Zeichen 
+ för R^ q, dagegen das Zeichen — für q~^ R. 

Die Formel Z. 5 r. u. enthält im Original einen Drnck- 
fehler. 

Die letzte Gleichung 8. 72 ergiebt sich folgendermaassen. 
Da die durch die Gleichung 

W qIXo+X.—X") = Const 
dargestellte Fläche durch den Rand der Oeffnnng gehen soll, 
so müssen die Werthe x^O, e = Ä der Gleichung (s) ge- 
nügen. Demnach ist Const. der Werth, den die linke Seite 
von (a) für x = 0, ^^R annimmt; d. h. es ist 

Nun ist nach (21^) nnd (21') 

d0 dPj dPi^dWi^dW' 

dx dx dx dx dx ' 






f^dV _, 1 rdW' 
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wenn dtu ein Fischenelement der Oeffnnng bezeiohnet, und 
nach (22"») 8. 67 ist 



2ttJ 



S^'"»-*^^- 



52] Zu S. 73, HiDaiohtlich der Ableitung der Nfthernngs- 
formel iBt Folgendes zu beachten. 

a} In derBelben ist Q^ R angenommen (der Grund 
dafOr wird sich weiterbin ergeben]. Es iat deshalb (vgl. 
vorige Anmerkung) in der Formel für /j 8. 72 — Bin ^ an 
Stelle von sin ^ zu setzen; denn da in %, die Festsetzung 
getroffen iat, dass ain V^ immer poaitiv zu nehmen sei, mnsB 
nothwendiger weise dieae Festsetzung «ucli bei x» getroffen 
werden. Durch Entwickelnng nach Potenzen von sin & folgt 
dann: 

-|/ 2x, 1/ 1 — sin ^ 

^ ~ ' 1 + x, f 1 — K, Bin ^ 

■ = ^ITIT i * ~ ^~^' ''"*-* "°* *j ' 

falls man schon — Jit, sin' & + j^x^ ain* ^ in der Klammer 
vernachlässigt. Da ferner fflr R = R^ nach 8. 68 

B = — \nRA 
wird, so erhält man: 

AB? 



: F2x 



y2x, 41^2x, j 

b] £ntviokelt man in den Integralen Fit, Ek (S. 71) 
die Quadratwurzel und bedenkt, dass Bin c^ <^ sin 1$, so ist 
schon x^ Bin* 01 gegen 1 zu vernachlässigen. Es wird demnach 

^& = ^'» = *> 
und für & kann man bei der vorliegenden Näherung sin # 
setzen, fflr cos & aber I — A sin* *. Endlich ist fOr c zu 

setzen — — , So ergieht sich: 
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^^, = ^|^{ir-£)(l-isin»^) 

— X, 9iD &[^7t — Eaia »]\~^^ . 
c) Setzt man die voratehenäen Ausdrücke nebst 

in (27'') ein, setzt femer B, = _H, dividirt durch {Alf 
und beachtet, dase bei der vorliegenden N&bemng 



j=l+2x,8in*. ^=^+4 



wird, so ergiebt üch die letzte Formel S. 73. Dieselbe ent- 
hält ttbrigens im Original einen Drnokfehler. Dort steht in 

der letzten Klammer aiMhlich -^{K—B} statt — -{K—E]. 

d) Würde man statt p > -S die Annahme g <^ Ä zn 
Qrande legen, so wttrde man ganz dieselbe Nähemngafonnel 
erhalten, nnr dass der zweite, mit x, sin & multiplicirte Sum- 
mand das entgegengesetzte Vorzeichen hätte. 

Nun giebt die numerische Rechnung mittelst der Nfth&- 
rungsformel fttt alle x, einen positiven Werth von sin S- nur 
unter der ersten Annahme q 1^ S; mithin ist, da sin ^ stets 
positiv genommen werden soll, allein die erste Annahme q'^R 
zutreffend. 

Legmdre'i Tafeln der elliptischen Integrale finden sich 
in dessen >Trait6 des fonctiona elliptiqnes', T. II. 

52») Zu S. 73 und 74. Die erste Formel S. 74 enthält 
im Original einen Fehler, indem dort im Nenner 1 + x, sin d- 
statt 1 — X, sin & steht. Die falsche Formel ist aneh der 
folgenden numerischen Rechnung zu Grunde gelegt. Bei An- 
wendung der richtigen Formel wDrden alle Zahlen der Co- 

Inmne ^-^ — ein wenig grOsaer ausfallen, doch nicht erheb- 
lich. — In der Ueberschrift der letzten Columne fehlt im Ori- 
ginal das Zeichen — . 

5 3] Zu S. 74. Im Original lautet die letzte Formel S. T 4 : 

Dass die letztere Formel richtig ist, erkennt man aus Fol- 
gendem. In grosserer Entfernnng von der Scheibe ist x* sehr 
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gross gegen H^ nnd q* , daher x sehr klein. Nun erhält man 
für kleine x durch Entwickelnng nach Potenzen dieser OrQsse : 



J, Vi_„' 



i + j«'+}}»' + - 



V, 



;i+- 



■ 1 + *«• + ASr"' + ■ 



Setzt man diese Ausdrucke in die letzte Qleiohnng S. 73, 
nachdem man durch x, dividirt hat, so erkennt man, dass 
sin & Ton der Ordnung x* ist. Man kann daher sin* & ver- 
nachläsaigen und in dem Factor von sin ^ die mit x* mnlti- 
plicitten gegen die von x freien Glieder. Dann ergiebt sich : 

Hit derselben Näbemng wird 

^^^ = 2 0' x> = i^ 
mitbin 

54) Zu S. 74 und 75. Die erst« Formel S. 75 leitet man 
folgendermaassen ab. Für sehr kleine Werthe von x, ist 

£=1, ^=log(^) 

{vgl. Legendre, Traitö des fonctions elliptiqnes, I, Chap. XIX, 
Durege, Theorie der elliptischen Functionen, § 50), Ferner 

F^ = Eq = &■ . 

Demnach erhält man, wenn man alle Potenzen von x, , die hSber 
als die erste sind, Tomaelilasaigt, folgende NShernngswerthe: 



— X, ain & [^n 

AS^ AB* ,/—— ^-^ 

"=-I 3-V2x,(l-sin*) 
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[vgl. Aomerlcnng 52}]. Die Substitution dieser AuBdrOcke in 
(27''), in der B, = B zu setzen ist, giebt n&ch Division 



X, cos d- [log (— j — 1 1 — K, ein &{— - 



Ferner ist bei der vorliegenden Näbernng 

-V2^=V^, -^ — - = 4x, Bin* 

zn setzen. Nach Substitution dieser Wertbe and Division dnrcb 
X, cos 9- geht die letzte Gleichung unmittelbar in die erste 
Gleichung 3. 75 aber. 

Die Formel Z. 6 folgt so: Durch Division der beiden ersten 
Gleichungen S. 74 erhält man 



Femer ist 



K tang 9- = ^y~Vx 



yh^ 



V2 YMq 



Vx' + (ü - f]> 

während V'Jt'Behr nahe ^1, Bq sehr nahe ^ Ä* ist. — 
DaBs X gegen ^ — B sehr kleiu ist, folgt ans der vorstehen- 
den Formel für , da in derselben x nahe ^ l, * nahe 

— z 
= i?r ist. 



aoBser in den Oeffnnngen, wo es endliche, von & nnabh&ngige 

Werthe hat. Daher ist A* t^— fttr ^ = auch in den Oeff- 
dn 

uungen ^0, -^ verschwindet mithin an der gauzen Ober- 
fläche. Dass im ganzen Innenranme / = Const. ist, folgt ans 
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dem Green'icben Satze, demselben, der S. TT auf die Fnnc- 
tion V angewandt wird [vgl. Heft 61 der Klasgiker, 8, 121, 
Anm. 9j]. — Das fOr den Fall k ^0 Gesagte soll nur als 
Torberdtnng ftti daa folgende Besnltat dienen. 

55»} Zu S. 77. Mnltiplicirt man Gleichnng (28) mit e*, 
ao ist die linke Seite von der Ordnung e*t}*\ das erste Glied 
rechts ist von niedrigerer Ordnung. Im zweiten Gliede rechts 
ist /c?tü von der Ordnung 1, da ^ nicht nur in den Oeff- 
nnngea, sondern an der ganzen Wand roa Null veraehieden 
sein kann. Das zweite Glied reehts wird also von der Ord- 
nung e*Ä*r¥, und damit e^W endlieh werde, mnas k'r von 
derselben Ordnung sein wie e*)j*. 

Zn Gleichung [2S*} ist zu bemerken: Da e'V endlich, so 

ist das Ranmintegral rechts von der Ordnung — ^ = 2 — 

e f 

falls S das Yolnmeu von S ist. £ ist aber von der Ordnung 
r*, also jenes Integral von der Ordnung n'r*, wahrend das 
FlKchen integral rechts von der Ordnung tj* ist. 

bb^) Zu S. 78. Da 'P ein Geschwindigkeitspotential dar- 
dW dW (ff 
stellt, sind -r— , -^ , -j— die Geschwindlgkeitscomponenteu 

d'P 
parallel den Axen. Andererseits ist -j— die ganze Geschwin- 
digkeit, da die Componenten senkrecht zn n verschwinden. 
Folglich ist 

, dn:=dT. 

an 

56) Zu S. 79. Ist dn eine unendlich kleine Länge auf 
der inneren Normale eines Punktes P der Obeiflftche, so ist 
— dr die E^jeclion von dn auf r, da r nach aussen wächst. 

dr 
Also ist 7- der Cosinus des spitzen Winkels zwischen r 

an 

und der Normale; und — ist der Cosinus des gleichen Win- 
kels. S bezeichnet das Volumen des Baumes S 

Was den constanteu Werth C betrifft, so ist zu beachten. 



